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Resumen y Abstract VII
 
Resumen 
Con el fin de efectuar un estudio computacional de los materiales funcionalmente 
gradados sometidos a cargas de impacto de baja velocidad, en el presente trabajo se 
muestra mediante simulaciones, con el método de elementos finitos y optimización 
topológica, como actúan cargas de impacto sobre láminas de un acero, comparando la 
energía que atraviesa un disco de acero solida respecto con la energía en discos del 
mismo material pero gradadas. La gradación se realiza mediante orificios circulares, 
donde la función de gradación cambia en la misma dirección del impacto; en particular, 
en este documento se discuten cinco funciones de gradación y cuatro diferentes tipos de 
acero. Con esas consideraciones las estructuras se someten a cargas de impacto de 
baja velocidad (no se consideran efectos de plasticidad del material) y se comparan los 
resultados. 
 
Palabras clave: Materiales Funcionalmente Gradados - MFG, Cargas de impacto, 
Método de elementos finitos 
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Abstract 
In order to perform a computational study of functionally graded materials subjected to 
impact loads low speed, in this paper we show through simulations, using finite element 
method and topology optimization, and impact loads acting on sheets of steel, comparing 
the energy flowing through a solid steel disc with respect to energy in disks of the same 
material but graded. The grading is done by circular holes where gradation function 
changes in the same direction of impact, in particular, in this document gradation five 
functions and four different types of steel are discussed. With these considerations, the 
structures are subjected to impact loads low speed (not considered effects of plasticity of 
the material) and the results are compared. 
 
 
Keywords: Functionally Graded Materials - FGM, impact loads, finite element 
method. 
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1. Introducción 
1.1 Conceptos básicos 
1.1.1 Impacto 
El análisis de impacto en estructuras implica solicitaciones dinámicas de interés especial, 
ya que aunque por lo general su probabilidad es más baja que otros tipos de acciones, su 
efecto es potencialmente catastrófico.  La velocidad es quizás el parámetro más simple 
para clasificar los distintos tipos de impactos; sin embargo, resulta difícil clasificar de 
forma absoluta los mismos por un solo parámetro, ya que otras variables de tipo 
geométrico o relacionadas con las propiedades del proyectil o del blanco tienen una 
importancia decisiva. A pesar de todo, y con objeto de realizar una primera aproximación, 
se han propuesto diversas clasificaciones [1][2][3][4]. Sintetizando estas, y citando los 
efectos sobre el material, se puede proponer la siguiente ordenación[5]: 
- Baja velocidad (velocidad (v) < 50m/s). Predomina los efectos elásticos o 
deformación plástica localizada. 
- Velocidad media (50m/s < v < 500m/s). Predomina la deformación plástica 
generalizada. 
- Velocidad alta (500m/s < v < 2000m/s). La resistencia viscosa del material aún tiene 
importancia. 
- Hipervelocidad (2000m/s < v). El material puede considerarse como un fluido 
hidrodinámico. 
Otros autores tienen diferentes clasificaciones, en la Figura 1-1 se observa otro tipo de 
clasificación para los tipos de impacto indicando el rango de velocidad y un ejemplo de 
cada tipo. 
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Figura 1-1: Clasificación tipos de impacto.[6] 
Baja velocidad (<100 m/s)  
 
Embutido 
Media velocidad 
(100-300 m/s) 
 
 
Pistola 
Alta velocidad (300-1000 m/s) 
 
Fusil 
Muy alta velocidad (1000-3000 m/s)  
 
 
Formado por explosión 
Hipervelocidades (>3000 m/s) 
 
Choque astronómico 
 
Además de la anterior clasificación pueden distinguirse, según cada caso, distintos 
fenómenos producidos por el impacto, entre ellas podemos citar [5]: 
- Dinámica y vibraciones estructurales.  En ellos la geometría estructural es 
predominante, siendo relevantes en los impactos a baja velocidad, y puede 
estudiarse mediante métodos de integración implícita o explícita en el tiempo. 
- Propagación de ondas de tensión y de choque.  En los impactos a velocidades 
medias y bajas es importante analizar con detalle el efecto de las ondas de tensión, 
que se convierten en ondas de choque para impactos a hipervelocidad, por encima 
de los 2000 m/s, generalmente. 
- Comportamiento no lineal del material: Específicamente cuando de presentan 
fenómenos de plasticidad, rotura, dependencia de la velocidad de deformación, 
dependencia de la energía interna o temperatura.  Los anteriores fenómenos se 
produce, en mayor medida, al aumentar la velocidad de impacto, aunque para 
velocidades muy elevadas el material pasa a comportarse prácticamente como un 
fluido y su resistencia puede despreciarse. 
Capítulo 1 17
 
- Grandes desplazamientos; es decir, cambios de geometría y rotaciones finitas que a 
su vez influyen en las cargas y su efecto. 
- Grandes deformaciones.  Los alargamientos unitarios de los materiales en fases 
solidas pueden superar el 100 %. Bajo presiones muy elevadas el material se 
comporta como un fluido, con deformaciones muy grandes. 
- Contactos y fenómenos de interfaz en los contornos.  El contacto es importante en 
cualquier modelo de impacto, ya que a través de él se transmiten las cargas. 
- Penetración y perforación por la rotura del material del blanco.  Se denomina 
penetración cuando el proyectil no traspasa y perforación cuando el proyectil se 
produce penetración total y el proyectil pasa al otro lado del blanco. 
- Fenómenos locales de ruptura, como Spalling, Scabbing, Petalling, Plugging.  Se 
trata de los mecanismos de rotura del blanco que producen la penetración parcial o 
total (ver Figura 1-2) [5] [7]. 
Figura 1-2: Fenómenos de ruptura producidos por impacto. 
 
El análisis de impacto en estructuras exige a menudo procedimientos de cálculo distintos 
a los de otras solicitaciones dinámicas más comunes en la dinámica estructural. Salvo 
para los impactos a muy baja velocidad, es frecuente un comportamiento no lineal 
acusado de la estructura, con grandes desplazamientos y deformaciones, respuesta no 
lineal del material con posible rotura local, y efectos de interacción complejos en los 
contactos.  A medida que la velocidad del impacto es mayor, adquieren relevancia los 
fenómenos de transmisión de ondas de tensión o incluso de ondas de choque. 
Las simulaciones estudiadas en este documento se realizan con fuerzas de impacto 
clasificadas como impacto de baja velocidad, donde se presentan fenómenos dinámicos, 
de vibraciones estructurales y propagación de ondas de tensión, evitando los problemas 
de penetración, perforación y fenómenos locales de ruptura como Spalling, Scabbing, 
Petalling, Plugging que requieren de análisis más elaborado y mayores dificultades en la 
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simulación.  En particular, los impactos de baja velocidad, se presentan principalmente 
en piezas de maquinaria y en componentes de algunos procesos de manufactura; por 
ejemplo, estampado, punzonado, perforación, conformado en prensa, forja, entre otros. 
1.1.2 Materiales funcionalmente gradados 
Los Materiales Funcionalmente Gradados - MFG (FGM – Functionally Graded Materials 
de sus siglas en ingles) representan una clase de materiales compuestos que exploran el 
comportamiento de sus constituyentes sin introducir interfases bi-materiales.  En ese 
sentido, el cambio gradual de sus propiedades permite diseñar MFG en aplicaciones 
específicas de altas solicitaciones sin introducir concentradores de tensiones habituales 
en los compuestos tradicionales [8][9][10]; como por ejemplo, cubrimientos estructurales 
resistentes a altas temperaturas, prótesis para sustitución de huesos y dientes, 
armaduras militares para el cuerpo y vehículos, sensores electromagnéticos, etc. 
La Figura 1-3 muestra la micrografía de un material funcionalmente gradado, en donde 
se muestra la gradación composicional, sin interfaces, entre dos superficies, indicando 
los cambios en la matriz y constitución micro-estructural. En la parte superior se tiene una 
zona monofásica de un material A; después se observa una zona bifásica en la que co-
existen una matriz de material A con inclusiones de material B, seguida de una zona de 
transición, hasta una zona con matriz de material B e inclusiones de material A. 
Finalmente se observa una zona monofásica de material B en la zona inferior [9]. 
Un método de producción de materiales con combinación de propiedades es mediante la 
combinación de materiales en estado sólido, que se conoce como material compuesto.  
Los materiales compuestos son una clase de material avanzado, compuestos de uno o 
más materiales combinados en estado sólido con propiedades físicas y químicas 
distintas.  Los materiales compuestos ofrecen una excelente combinación de 
propiedades las cuales difieren de los materiales individuales.  La madera es un material 
compuesto de la naturaleza que consiste de la celulosa en una matriz de lignina. 
Usualmente los materiales compuestos fallan bajo condiciones extremas de trabajo a 
través de un proceso llamado delaminación (separación de las fibras de la matriz).   Esto 
puede ocurrir, por ejemplo, en aplicaciones de alta temperatura en la que se utilizan dos 
metales con diferente coeficiente de expansión.  Para solucionar este problema, los 
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investigadores en Japón a mediados de 1980, se enfrentaron a este reto en un proyecto 
de avión espacial hipersónico que requería una barrera térmica (con la temperatura 
exterior 2000 K e interior de 1000 K y espesor inferior a 10 mm), solucionando este 
problema desarrollando un material llamado material funcional gradado (MFG) [11]. 
Figura 1-3: Microestructura de un material funcionalmente gradado (MFG) – 
Tungsteno/cobre [8]. 
 
Los materiales funcionalmente gradados (MFG), son un material revolucionario, que 
pertenece a una clase de materiales avanzados, y como se mencionó anteriormente, se 
caracteriza por un cambio gradual en las propiedades del material en volumen.  Se trata 
de un material compuesto anisótropo donde un gradiente de material ha sido introducido 
deliberadamente a largo de dos materiales diferentes.  El gradiente puede ser, por 
ejemplo en la composición y / o en la micro-estructura.  Mediante la aplicación de este 
concepto, los materiales como la cerámica y los metales pueden ser reunidos con un 
cambio gradual desde un material a otro [7].  Adicionalmente las propiedades generales 
de MFG son únicas y diferentes de cualquiera de los materiales individuales que lo forma 
[8][11].  
 Procesos de fabricación de los MFG 
Para la fabricación de MFG existen  diferentes métodos físicos y químicos dependiendo 
del tipo de material, aplicación potencial y disponibilidad de instalación para la fabricación 
de los MFGs (Schwartz, 2002). Básicamente se clasifican en dos diferentes técnicas 
denominadas procesos constructivos y de transporte, donde cada uno de ellos está 
compuesto por varios sub-pasos que se deben seguir para completar la fabricación. Al 
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implementar el proceso constructivo, que permite un control total y potencialmente 
automatizado de la gradación de composición, el proceso de gradación se hace por el 
apilamiento de más de una selectiva materia prima hasta que se produce la estructura de 
capas.  La ventaja de esta técnica es que es capaz de producir un número ilimitado de 
gradaciones. La situación podría ser diferente para los casos de procesos de difusión, 
transporte de masa y conducción de calor. Las técnicas basadas en transporte son el 
método apropiado para estos casos.  A continuación se describen algunas de las 
técnicas de manufactura de FGM. 
Metalurgia de polvos: En la metalurgia de polvos, se necesitan algunos pasos para la 
finalización de la preparación del producto.  Estos pasos se pueden clasificar las 
siguientes etapas principales, a saber; preparación de polvo, procesamiento de polvo, 
compactación y, finalmente, la presión de sinterización o ayudar a la consolidación en 
caliente.  Después de completar el proceso de sinterización, procesamientos secundarios 
opcionales se puede realizar para mejorar el rendimiento de la estructura [12].  En la 
Figura 1-4 se esquematiza el proceso de metalurgia de polvos, con cada uno de los 
pasos del proceso, hasta la obtención del producto final.  
En la preparación de polvos,  los polvos pueden obtenerse a partir de metales puros, en 
cuyo caso se pesa y mezcla la proporción de cada polvo metálico puro de acuerdo con el 
porcentaje deseado de la composición.  O también, pueden obtenerse polvos ya 
prealeados, para este caso, se funde la prealeación para obtener los polvos.  Una vez 
obtenido el polvo metálico, es necesario añadir algunos elementos acondicionadores 
como lubricantes y aglutinantes para que se pueda trabajar correctamente.  En el 
procesamiento de los polvos, el metal se funde y se vierte a través de un difusor con el 
fin de obtener pequeñas gotas fundidas que se enfrían muy rápidamente mediante agua 
o gas o utilizando un disco metálico refrigerado.  Para la compactación el polvo se 
introduce en un molde con la forma de la pieza deseada y por medio de una prensa se 
realiza la compactación.  La presión se ejerce de manera uniaxial, mediante dos pistones 
(neumáticos, hidráulicos o mecánicos, depende del tipo de prensa usada en el proceso), 
por lo general hidráulicos, que ejercen la presión por arriba y por debajo de la matriz 
donde está alojado el polvo.  Esta presión, varía dependiendo del material de trabajo.   
Con la sinterización la pieza se calienta a una temperatura por debajo del punto de fusión 
del metal (depende del material con el cual se esté trabajando), logrando que las 
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partículas del polvo metálico se suelden entre sí, consiguiendo las propiedades 
mecánicas finalmente deseadas.  En algunas ocasiones, dependiendo de la aplicación de 
la pieza, se hacen necesarios procesos adicionales de acabado como dimensionado, 
impregnación y la infiltración, son algunos de estos procesos finales que se aprovechan 
de la porosidad inherente al proceso que queda en la pieza, para darle algunas 
características adicionales. 
Figura 1-4: Esquema del proceso de metalurgia de polvos. Adaptado de  [13] 
 
Métodos de deposición de vapor: Hay diferentes tipos de técnicas de deposición de 
vapor, que incluyen: deposición por pulverización catódica, deposición química de vapor 
(CVD) y deposición física de vapor (PVD). Estos métodos de deposición de vapor se 
utilizan para depositar recubrimientos de superficie funcionalmente graduadas y que dan 
una excelente microestructura, pero sólo pueden ser utilizados para depositar 
recubrimiento superficial delgado. Especificamente, consumen mucha energía y 
producen gases venenosos como sus subproductos sin embargo, la deposición química 
de vapor consiste principalmente en la descomposición sobre un substrato de reactivos 
estables en fase vapor. La descomposición se produce aplicando distintas formas de 
energía, como pueden ser calor, luz, plasma, etc. Los gases precursores suelen ser 
hidruros, bromuros, cloruros, órgano-metálicos o compuestos de coordinación, de modo 
que variando la composición del gas precursor y controlando las condiciones de 
deposición (temperatura, presión, flujo de gas) se varía el perfil de composición del 
recubrimiento.  Por este procedimiento se han preparado barreras térmicas de C/SiC y 
TiC/SiC en las cuales el SiC actúa como barrera a la oxidación, mientras que el C 
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proporciona elevada refractariedad, baja densidad y elevada resistencia mecánica [14].  
Por otro lado, en la deposición física de vapor la volatilización de los precursores se logra 
por medios físicos (arco eléctrico, bombardeo iónico, etc..) para su posterior deposición 
sobre el substrato en las condiciones deseadas. Los recubrimientos que se obtienen son 
de elevada pureza y muy pequeño espesor, utilizados principalmente en 
microelectrónica. Dada la buena penetrabilidad de los gases, esta técnica se utiliza para 
obtener recubrimientos nanométricos sobre fibras e infiltrar sistemas de pequeña 
porosidad [14]. 
Método centrífugo: el método centrífugo es similar a la fundición centrífuga, donde se 
utiliza la fuerza de la gravedad a través de girar el molde para formar material a granel 
funcionalmente gradado.  El material gradado se produce de esta manera debido a la 
diferencia en densidades de los materiales y el giro del molde.  Aunque la gradación 
continúa se puede lograr utilizando el método de centrífuga pero sólo se puede formar 
formas cilíndricas.  Otro problema del método centrífugo es que hay límite para el tipo de 
gradiente que puede ser producido debido a que el gradiente se forma a través de 
proceso natural (fuerza centrífuga y la diferencia de densidad).  Para resolver estos 
problemas, los investigadores están usando método de fabricación alternativo, conocido 
como sólidos de forma libre [11] [9]. 
Aerosol de plasma: Uno de los métodos de procesamiento que más se ha utilizado para 
la obtención de recubrimientos con gradiente composicional es el de aerosol de plasma. 
Aun cuando se han obtenido laminados con gradiente por esta técnica, la mayoría de los 
materiales obtenidos son de gradiente continuo.  Existen dos variantes que son las 
antorchas gemelas y la inyección múltiple de los materiales de partida.  El método de 
antorchas gemelas se utiliza cuando los puntos de fusión de los materiales son muy 
distintos y consiste en colocar dos antorchas con sus ejes alineados a un mismo punto 
sobre el substrato ver Figura 1-5 (a).  Los materiales distintos se difuminan 
simultáneamente sobre el mismo punto, cada uno desde una antorcha distinta, de modo 
que se obtiene un gradiente.  El método de inyección múltiple se utiliza cuando los 
materiales tienen puntos de fusión similares (Figura 1-5 (b)).  Por medio de un inyector 
con varias entradas se alimenta la antorcha del plasma con distintas proporciones de los 
polvos de partida (Figura 1-5 (c)), de modo que se varía la composición del recubrimiento 
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mientras se está creando.  Esta técnica permite controlar la atmósfera de trabajo para 
evitar fenómenos de oxidación del substrato y el recubrimiento [14]. 
Este proceso presenta grandes ventajas, entre ellas, la posibilidad de mezclar materiales 
históricamente incompatibles como cerámicos y metales, pues se presentan ambos en 
polvo y se añaden fundidos en la proporción que se desee al sustrato que los contendrá, 
dándole al recubrimiento lo mejor de las características de cada uno de éstos [15]. 
Figura 1-5: Método aerosol de plasma, (a) antorchas gemelas, (b) y (c)  inyección 
múltiple 
 
 Aplicaciones de los MFG 
Algunas de las aplicaciones de los materiales funcionalmente gradados se destacan a 
continuación [8][11].  Los materiales funcionalmente gradados pueden soportar 
gradientes térmicos muy altos, esto hace que sea adecuado para las estructuras y el 
cuerpo de aviones espaciales, sistemas de protección de satélites, aviones hipersónicos 
y supersónicos, componente de motor de cohete, etc.  Si se mejora la técnica de 
procesamiento, los MFG son prometedores y se puede utilizar en áreas más amplias de 
la industria aeroespacial [16]. 
Los tejidos vivos como huesos y dientes se caracterizan como material funcionalmente 
gradado de la naturaleza [17], para reemplazar estos tejidos, se necesita un material 
compatible que va a servir el propósito del bio-tejido original.  El candidato ideal para esta 
aplicación es el material funcionalmente gradado. En particular, los MFG han encontrado 
una amplia gama de aplicaciones en odontología [17] y aplicaciones ortopédicas para la 
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sustitución de dientes y huesos.  Por ejemplo, las prótesis de articulaciones en MFG 
aumentan la adhesión a los huesos y disminuyen el dolor [18]. 
Los MFG se utilizan en dispositivos de conversión de energía, donde también 
proporcionan barrera térmica y se utilizan como capa protectora en álabes de motor de 
turbina de gas [19].  Adicionalmente. Los MFG también encuentran su aplicación en 
optoelectrónica como materiales de índice de refracción gradual y en discos de audio y 
video de medios de almacenamiento magnético.  Por otro lado, en herramientas de corte, 
son diseñadas mediante capas de material funcionalmente gradado entre el vástago de 
Cr - Mo y punta de cerámica de una herramienta, con el fin de mejorar la resistencia 
térmica y alargar la vida útil de la herramienta [20]. 
Otras áreas de aplicación son: componentes de motores de automóviles, componentes 
de reactores nucleares, álabes de turbina, intercambiador de calor, tribología, sensores 
piezoeléctricos, puertas resistentes al fuego, etc.  La lista es interminable y más 
aplicación están surgiendo como la tecnología de procesamiento, el costo de producción 
y las propiedades de MFG mejoran [8]. 
1.1.3 Optimización topológica 
La optimización topológica (OT) hace uso de un software de elementos finitos (EF) que, a 
través de un proceso iterativo, es capaz de integrar procesos computacionales de 
análisis estructural y mejoramiento de diseño para solucionar el problema. Una forma 
estructural es generada dentro de un espacio pre-definido de diseño, al que se le añaden 
ciertas restricciones (o soportes estructurales) y cargas.  Se define qué propiedad o 
función objetivo se desea optimizar (por ejemplo, maximizar la resistencia o minimizar el 
peso), y sin necesidad de que el usuario tome ninguna otra decisión, el método 
determina la forma estructural que debería tener la pieza [21][22].  Mayores detalles del 
método se presentan en el capítulo 3. 
Supóngase por ejemplo que es necesario diseñar una viga (ver Figura 1-6).  La viga va a 
estar apoyada en los dos extremos y debe soportar una carga distribuida. Inicialmente, la 
viga es una barra prismática, de sección sólida rectangular (dominio de diseño).  En este 
caso se considera como función objetivo el maximizar la rigidez de la viga empleando la 
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mínima cantidad de material posible.  Una restricción adicional es que la viga sólo debe 
contener el 40% del volumen final de material.  
En este problema, la viga de sección rectangular es el dominio de diseño (ver Figura 
1-6 a), donde no se puede ubicar material fuera del espacio rectangular original.  El 
software divide este espacio rectangular en una serie de pequeños volúmenes o 
elementos finitos (ver Figura 1-6 b).  Las restricciones son representadas por la carga 
que debe soportar el material y los apoyos en los extremos de la viga; además, de la 
restricción de  volumen de 40%.  
El software tomará todos estos elementos y al final, después de un proceso iterativo, 
propondrá un diseño en forma de cercha; es decir, una viga que tiene la misma 
capacidad estructural de una viga de sección rectangular, pero que utiliza menos 
material.  Lo que hace la OT es determinar qué elementos del volumen de la viga son 
indispensables para soportar el peso y elimina los que no.  De esta manera, entrega la 
estructura más rígida con el menor peso posible.[23] 
Figura 1-6: Optimización topológica aplicada al diseño de una viga 
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Algunas de las aplicaciones de la optimización topológica de estructuras se muestran a 
continuación, por ejemplo: 
- El diseño de estructuras vibrantes. Además de formulaciones estáticas del 
problema se han incorporado desarrollos que tienen en cuenta la respuesta 
dinámica y, en consecuencia, las frecuencias propias de vibración (Ma, et 
al.[24]). 
- El diseño de transductores piezoeléctricos (Silva, et al.[25]). 
- El diseño de micro-actuadores electro-termo-mecánicos (Sigmund, et al. [26]). 
- El diseño de mecanismos adaptativos (Pedersen, et al.[27], Sigmund, et 
al.[26]). 
- El diseño de materiales con parámetros constitutivos prescritos y/o con 
propiedades térmicas y elásticas extremas; también conocido como “problema 
inverso” dado que el comportamiento resistente se impone de antemano y se 
busca el modelo de microestructura que lo cumple (Sigmund, et 
al.[28][29][30]). 
Mayores detalles del método de optimización topológica se presentan en el Capítulo 3 de 
la presente tesis. 
1.2 Antecedentes 
Para la revisión sistemática de la literatura se realiza una búsqueda de información en 
bases de datos de diferentes documentos como patentes, tesis, artículos, etc.  Para 
iniciar la búsqueda sistemática de la literatura, se acota el problema de manera que sea 
más evidente y de fácil reconocimiento la selección de las palabras claves involucradas 
en la búsqueda.  La revisión sistemática de la literatura se realizó mediante el buscador 
SCOPUS además de los artículos recomendados por el tutor e información de los temas 
básicos para la introducción a los conceptos. 
La búsqueda de información en la plataforma SCOPUS se basa en una serie de palabras 
claves, determinadas de tal manera que limite el campo de investigación y que excluya 
caminos alternos. 
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Las palabras claves seleccionadas para la búsqueda son: Impact, Materials, Topology 
Optimization, Functionally Graded Material, Armor, Ballistic Impact, Crash, 
Crashworthiness, Design 
La palabra impacto (Impac) contiene 1182100 (1126336) artículos (patentes) de 
búsqueda.  Ya al incluir las palabra materiales (materials), optimización (optimization) y 
optimización topológica (topology optimization) se obtiene: 
Impac + Material = 120230 (715245) documentos (patentes) 
Impac + optmization = 24694 (67137) documentos (patentes) 
Impac + topology optmization  = 57 (60) documentos (patentes) 
En el diseño de piezas sometidas a cargas de impacto, las investigaciones en desarrollo 
de nuevos materiales balísticos está muy estudiada mientras la optimización de forma y 
topológica no lo son tanto; por tal motivo, la investigación se enfoca en el diseño de 
piezas sometidas a cargas de impacto mediante la optimización y más exactamente 
mediante optimización topológica. 
La búsqueda se basa en dos palabras claves Optimización topológica (Topology 
Optimization) y FGM (Functionally Graded Material), las cuales son herramientas básicas 
para el desarrollo de esta investigación.  No se genera ningún resultado con esas 
palabras claves (incluyendo impact), lo que nos dice que el estudio simultaneo de 
optimización topológica y MGF, en problemas de impacto, no se han sido abordados en 
la literatura. 
Figura 1-7: Revisión sistemática de la información, impactos balísticos 
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Un ejemplo importante de aplicación de impacto es en problemas de impactos balísticos 
y el desarrollo de piezas utilizadas en blindaje.  Una búsqueda en Scopus de documentos 
que traten este problema en particular se desarrolla en la Figura 1-7.  La búsqueda se 
enfatiza en los métodos utilizados en esta investigación la optimización topológica y los 
materiales funcionalmente gradados.  Figura 1-7 muestra el número de documentos 
encontrados y entre paréntesis el número de patentes, esta búsqueda nos deja varios 
artículos analizados y que serán de referentes para la investigación. 
En la búsqueda de artículos en SCOPUS con las palabras claves Materiales 
funcionalmente gradados y Optimización topológica el resultado arroja 28 documentos, 
ninguno relacionado con problemas de optimización de materiales funcionalmente 
gradados en aplicaciones de  impacto. 
A continuación se extrae una serie de artículos encontrados en esta búsqueda 
sistemática de literatura con las palabras claves principales de esta investigación. 
Optimización topológica: El primer trabajo relacionado con la optimización topológica 
fue realizado por Galileo Galilei (1639),este trataba sobre la forma óptima de una viga en 
voladizo, con una carga puntual en su extremo libre.[31] 
La sola palabra optimización arroja en SCOPUS 841.837 documentos y 344.737 
patentes, la optimización topológica tiene 3129 documentos y la mayor parte a partir el 
año 2010, la búsqueda de la optimización topológica junto a problemas de impacto tiene 
57 documentos y 60 patentes. Algunos de estos importantes trabajos de optimización 
topológica relacionados con problemas de impacto se mencionan a continuación: 
Lee S J et al(2013), proponen un procedimiento de diseño para determinar las 
dimensiones en sección transversal para mejorar la capacidad de absorción de energía 
de la caja de choque, Se proponen tres nuevos tipos de caja de choque, con formas 
detalladas del procedimiento de diseño propuesto. 
Owada Y. et al (2013),  estudian la optimización estructural de un automóvil cumpliendo 
simultáneamente con la disminución en peso y la seguridad de los ocupantes.  El estudio 
a uno de los elementos laterales de la estructura frente a un supuesto impacto lateral del 
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automóvil, se obtiene reducir la masa en in 20% manteniendo la seguridad de los 
ocupantes. 
Peña B, Fet al (2010),  realizan la optimización del diseño estructural a fatiga por flexión 
de llantas de aluminio automotrices, el proceso se efectuó relacionando los análisis de 
elementos finitos con los resultados de la prueba física de fatiga por flexión, demostrando 
que el diseño de llantas de aluminio puede optimizarse reduciendo el tiempo de 
desarrollo de cada modelo, obteniendo llantas más livianas, lo cual significa ahorro en 
costos de desarrollo y manufactura del producto con las consecuentes mejoras de 
eficiencia y desempeño de los vehículos.  
Perdersen et al (2004),  Desarrolla en varias publicaciones donde realiza la simulación de 
la estructura de un automóvil teniendo choques de frente sobre una superficie sólida, los 
resultados de la optimización son simulados y comparados, la simulación se realiza 
teniendo y sin tener en cuenta el amortiguamiento. 
Materiales funcionalmente gradados: materiales funcionalmente gradados arroja en 
SCOPUS 4538 documentos y 178 patentes y la mayor parte a partir el año 2006 con una 
constante publicación de artículos, la búsqueda de materiales funcionalmente gradados 
junto a problemas de impacto tiene 162 documentos y 50 patentes. Algunos de estos 
trabajos de materiales funcionalmente gradados relacionados con problemas de impacto 
se mencionan a continuación: 
W Pompeet funcional al (2003),  desarrollan nuevos materiales de implante usando el 
principio de gradación, Un biomaterial artificial para el reemplazo de articulación de la 
rodilla ha sido desarrollado por la construcción de una estructura gradada, articulación 
sometida durante su vida útil a grandes esfuerzo. La articulación diseñada de material 
gradado funcionalmente crea un comportamiento mecánico optimizado, así como la 
mejora prevista del crecimiento celular interno. 
Apetre N A et al (2006),  Consideran problemas de impacto de baja velocidad de un 
panel sándwich por un proyectil cilíndrico rígido.  El núcleo del panel sándwich es 
funcionalmente gradado de tal manera que la densidad, y por lo tanto su rigidez, varían a 
través del espesor.  Los resultados indican que los núcleos de material funcionalmente 
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gradado pueden ser utilizados eficazmente para mitigar o evitar completamente los 
daños, por impacto, en materiales compuestos. 
Guangyong Sunet al (2010),  Estudian rellenos de espuma de función gradiente (FGF) en 
lugar de espuma uniformes, utilizadas para rellenar las estructuras de pared delgada, las 
cuales son extensamente aplicas en las industrias automotriz, aeroespacial, transporte y 
las industrias de defensa, lo anterior con el objetivo de mejorar la resistencia a los 
impactos.  Los resultados producidos a partir de las optimizaciones indican que el 
material de FGF es superior a sus homólogos uniformes en resistencia a los impactos en 
general. 
Tadaharu Adachi, et al (2013),  investigan la capacidad de los materiales funcionalmente 
gradados (MGF) para absorber la energía de impacto por análisis matemático de las 
respuestas impulsivas de barras funcionalmente gradadas (FG) que chocan con una 
barra homogénea.  Los resultados mostraron que las cargas de impacto máximas no 
eran fuertemente dependientes de la distribución de la propiedad del material en la barra 
funcionalmente graduadas.. 
1.3 Objetivos de la tesis 
El presente documento tiene el objetivo de diseñar, mediante herramientas de mecánica 
computacional (MEF y MOT) materiales funcionalmente gradados sometidos a cargas de 
impacto a baja velocidad.  Este objetivo principal se puede desglosar en los siguientes 
objetivos específicos: 
- Simular piezas tipo MFG sometida a cargas de impacto mediante herramientas de 
mecánica computacional (Método de elementos finitos) con el objetivo de 
entender el efecto de diversas funciones de gradación y diversas combinaciones 
de materiales en su desempeño. 
- Identificar las ventajas y desventajas de aplicar el concepto de MFG a problemas 
de impacto. 
- Aplicar el método de optimización topológica a problemas de impacto en régimen 
elástico considerando el concepto de gradación de material, en busca de la 
función de gradación óptima en estos problemas 
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- Verificar el desempeño ante cargas de impacto de las piezas gradadas, 
diseñadas mediante la optimización topológica. 
1.4 Justificación 
Los materiales funcionalmente gradados se producen en la naturaleza como los huesos, 
los dientes, etc. La naturaleza ha diseñado este material para satisfacer sus 
requerimientos de servicio esperados.  La idea es emular a la naturaleza para resolver 
problemas de ingeniería de la misma forma que la red neuronal artificial se utiliza para 
emular el cerebro humano.  Algunos otros ejemplos donde la naturaleza con la evolución 
logra diseños de materiales perfectos para combinar altas resistencias con poco peso se 
muestran en la Figura 1-8.  Plantas como el bambú, utilizados es la construcción de 
viviendas, muebles, puentes etc; Han sido utilizados desde hace siglos en construcciones 
tradicionales especialmente en países como China y Japón.  Esto se debe principalmente 
a su excelente relación resistencia-peso [32]; la cornamenta de los alces es una 
estructura resistente capaz de absorber el impacto de alta energía, cuya funcionalidad es 
crucial para la supervivencia del animal [33], y otros ejemplo de gran diseño como los 
huesos y dientes. 
Por otro lado, existen muchos objetos que deben ser diseñados para soportar diferentes 
tipos de impactos; ejemplos de ellos, son las piezas diseñadas para soportar impactos a 
baja y media y alta velocidad.  En el primer caso, los impactos de baja velocidad se 
presentan principalmente en piezas de maquinaria y en componentes de algunos 
procesos de manufactura; por ejemplo, estampado, punzonado, perforación, conformado 
en prensa, forja, entre otros, en ese sentido, utilizando el concepto de MFG se puede 
explorar las ventajas que podrían diseñar una herramienta de impacto (por ejemplo 
punzón) con un exterior  resistente a los impactos pero con un interior blando.[8] 
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Figura 1-8: Ejemplos de la naturaleza de materiales resistentes a impacto y de poco 
peso. 
 
 
En impactos a media, alta y muy alta velocidad, un ejemplo muy representativo es el 
blindaje, donde son importantes la reducción de peso y la máxima capacidad de los 
materiales de absorber los impactos. 
En ese sentido, los materiales funcionalmente gradados junto con las técnicas de 
optimización son una manera de resolver estos problemas, ya podemos aplicar estos 
conceptos a los materiales originalmente utilizados, el uso de materiales más 
económicos (no convencionalmente usados para este fin), encontrar una combinación de 
materiales,  o reducir las dimensiones de las piezas originales (laminas blindadas de 
menor calibre), para atacar los problema nombrados en esta investigación. 
1.5 Organización de la tesis 
Este trabajo está organizado en 4 capítulos, incluyendo el presente capítulo introductorio, 
de las correspondientes Referencias Bibliográficas y anexos. En el capítulo 2 se 
presentan una introducción de los elementos finitos, los conceptos generales, la 
implicación en problemas dinámicos y una descripción del tipo de elemento utilizado en 
este trabajo.  Con el capítulo 3 se muestra la optimización topológica, introducción, un 
poco de la historia y sus conceptos especialmente aplicados al desarrollo de este trabajo.  
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Por otro lado el capítulo 4 se muestra los resultados, tanto de la simulación en elementos 
finitos como del desarrollo de la optimización topológica, se describe el desarrollo de la 
simulación por el  MEF y del programa de MOT, se muestran figuras y tablas de los 
resultados.  Por último, resume las conclusiones y trabajos futuros resultados de esta 
investigación.  En el Apéndice A se presenta el algoritmo utilizado en la simulación 
mediante elementos finitos y en el apéndice B el algoritmo para el desarrollo de la 
Optimización Topológica. 
 
     
 
 
2. Elementos finitos para problemas de 
impacto a baja velocidad 
2.1 Introducción 
Por simulación de un fenómeno físico se entiende su reproducción bajo condiciones de 
control.  Los objetivos de la simulación son el estudio del fenómeno y/o la predicción de 
su evolución en situaciones particulares de interés.  A partir de la observación de un 
fenómeno físico se pasa a un primer nivel de abstracción, que se denominara modelo 
teórico-físico.  Este se basa en la conceptualización del fenómeno (identificación del 
sistema, fuerzas interiores significativas, acción externa), que surge a partir de los 
conocimientos brindados por la física y el conocimiento empírico del problema.  Este 
modelo queda plasmado en un cuerpo de hipótesis.  A partir de él, es posible proceder a 
la simulación física del fenómeno; es decir, su reproducción a escala (reducida o 
aumentada, dependiendo del problema).  A esto se lo denomina modelo físico. 
Una vez establecido el modelo teórico físico, es posible avanzar a un segundo nivel de 
abstracción: el modelo teórico matemático.  Este no es más que la representación 
simbólica del problema mediante las herramientas provistas por el Análisis Matemático 
(ecuaciones diferenciales, integrales, etc.).  Para dar este paso, es necesario recurrir a 
las leyes físicas generales (por ejemplo, teoremas de conservación) que gobiernan el 
fenómeno.  A partir del modelo teórico matemático, es posible proceder a la simulación 
analógica, que consiste en estudiar un fenómeno distinto (por ejemplo, un fenómeno 
eléctrico en el caso de utilizarse una computadora analógica), pero regido por las mismas 
ecuaciones.  También es posible, en algunas situaciones ya sea muy simplificada o 
correspondiente a geometrías muy simples, buscar la solución del problema matemático 
recurriendo a técnicas analíticas de resolución.  Este procedimiento se denomina 
simulación analítica. 
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Sin embargo, en muchos problemas prácticos la solución por métodos analíticos no es 
actualmente posible.  En consecuencia, puede procederse a discretizar el modelo teórico 
matemático, para transformar el problema analítico en uno algebraico.  Esto se denomina 
simulación numérica.  Dentro de estas técnicas se destaca la técnica de análisis por 
elementos finitos [34]. 
El uso moderno de los elementos finitos inició en el campo de ingeniería de estructuras 
en 1950, para que luego los conceptos básicos fueran reconocidos de amplia 
aplicabilidad y prontamente empleados en muchas otras áreas.  El subsecuente 
desarrollo ha sido vertiginoso y ahora el método está bien establecido dentro de varias 
disciplinas científicas. Recientemente en adición a las formulaciones de Ritz y Gallerkin, 
otros métodos han venido a emplearse.  Los más conocidos son el método de los 
mínimos cuadrados y el método conocido como método directo, método de balance 
global o método de Oden [35]. 
Por medio del método de los elementos finitos pueden ser generados diferentes tipos de 
análisis, uno de los más utilizados es el análisis estático, que permite la determinación de 
los componentes de los nodos por efecto de una solicitación estática (sin incluir efectos 
inerciales) y, en una segunda fase, la determinación del estado de una solicitación 
estática de cada elemento finito.  Este tipo de análisis permite acotar la deformación del 
componente de estudio y localizar zonas altamente solicitadas [36].  Otro tipo de análisis, 
frecuentemente desarrollado mediante la técnica de los elementos finitos, es el análisis 
dinámico, el cual se desarrolla en problemas donde los efectos inerciales son 
importantes. 
El análisis dinámico se divide en tres tipos:  
- Análisis modal: Usualmente se desarrolla en la condición de vibración libre con el 
objetivo de determinar frecuencias y modos propios de vibración.  El análisis 
modal se realiza con el objetivo de conocer mejor el comportamiento dinámico de 
un componente o estructura y determinar posibles áreas de conflicto ante cargas 
de excitación periódicas, como por ejemplo, la generación de resonancia. 
- Análisis harmónico: este tipo de análisis permite determinar la respuesta 
vibracional y tensional de una estructura cuando es excitada mediante una carga 
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senoidal con amplitud y frecuencia variable.  Este tipo de análisis permite 
determinar la función de respuesta en frecuencia de una magnitud física en 
estado estacionario: desplazamiento, esfuerzos mecánicos, etc. 
- Análisis transitorio: En este tipo de análisis se pretende simular el efecto de una 
secuencia de carga real sobre la estructura, incorporando los efectos dinámicos 
transitorios; en otras palabras, permite determinar la respuesta de una estructura 
ante una carga aleatoria que varía con el tiempo; por ejemplo, una carga de 
impacto.  En este trabajo se realiza un análisis dinámico transitorio. Para la 
solución de las ecuaciones que gobiernan los análisis dinámicos transitorios 
existen diversos métodos como: análisis de  Ritz, superposición modal, etc; sin 
embargo, el principalmente utilizado en los elementos finitos es el método de 
integración directa. 
2.2 Métodos de integración directa 
El análisis de fenómenos transitorios, propios en el análisis de problemas de impacto, se 
utiliza para determinar la respuesta de la estructura ante una carga que varía con el 
tiempo, incluida la respuesta estacionaria y transitoria con respecto al tiempo. En este 
caso, la integración se lleva a cabo en el tiempo para determinar la respuesta.  La 
aproximación más genérica para la solución de la respuesta dinámica en estructuras es 
la integración numérica directa de las ecuaciones de equilibrio dinámico, la cual, en 
términos de elementos finitos se representa como [37]: 
 (t) + 	 (t) + 
(t) = (t) (2-1) 
Cuya ecuación debe cumplirse para todo tiempo, lo cual también es válida en el tiempo t+Δt: 
 ∆ + 	 ∆ + 
∆ = ∆ (2-2) 
Donde M es la matriz de masa, C es la matriz de amortiguamiento, K es la matriz de 
rigidez de la estructura, F es el vector de las fuerzas externas, y , 	 ,   son los 
desplazamientos, velocidades, y aceleraciones, respectivamente. La ausencia de 
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subíndices de paso de tiempo en las matrices M, C, K nos indica un problema lineal; es 
decir, que estas matrices no dependen de , 	 ,  . En el caso que la estructura presente 
una no linealidad del materia o geométrica, la matriz K dependerá del vector 
desplazamiento U.  La matriz de masa y de rigidez, para problemas estructurales, viene 
dada de la masa tradicional, con nel como el número de elementos finitos, como: 
 = ∑  ρ  dV!"#$%&'                          
 = ∑  () ( dV!"#$%&'  (2-3) 
Por otro lado, la matriz C es la responsable por el amortiguamiento (disipación de 
energía) de la estructura.  Algunos métodos fueron desarrollados con el objetivo de 
introducir un amortiguamiento numérico (artificial) que en general viene controlado por un 
parámetro.  Por ejemplo, se puede reemplazar la matriz de amortiguamiento C por una  
combinación lineal del tipo: 
 = α
 + β (2-4) 
Donde α y β son constantes denominadas coeficientes de Rayleigh, que se definen 
conociendo tan solo dos relaciones de amortiguamiento reales que correspondan a dos 
frecuencias diferentes de vibrar.  La ecuación (2-4) es conocida como amortiguamiento 
de Rayleigh [38]. 
De la ecuación (2-3) las matrices M y K se ensamblan en la forma usual a partir de las 
submatrices elementales dadas por:  

%,# = - ()(dV!  (2-5) 
%,# = - .ρNdV!  (2-6) 
Las matrices # y 
# se conocen con el nombre de matriz de masa y de rigidez del 
elemento finito e y la matriz ensamblada M como la matriz de masa del sistema [37].  Es 
importante aclarar que una matriz de masa es la representación discreta de una 
distribución de masa continua. La matriz # encontrada es la llamada matriz de masa 
consistente, donde ρ es la masa por unidad de volumen (densidad). 
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Figura 2-1: Masa concentrada para un elemento barra prismático de 2 nodos 
 
Una forma más simple, e históricamente la primera forma de representar la masa, es la 
matriz de masa concentrada, ver Figura 2-1, obtenida colocando partículas de masa en 
los nodos.  Es un esquema que crea una matriz diagonal empleando así menos recursos 
computacionales[39]; sin embargo, la matriz de masa consistente hace una 
representación más precisa de las propiedades inerciales de la estructura y, además, 
produce frecuencias naturales limitadas inferiormente por las exactas.  Es decir, las 
frecuencias naturales calculadas siempre están por encima de los valores exactos.  Con 
todo,  utilizando un número suficiente de elementos se pueden obtener resultados muy 
precisos. 
Diversas técnicas numéricas, dentro de la integración numérica directa, han sido 
desarrolladas para obtener la solución del sistema de ecuaciones (2-2).  A continuación 
de describe la integración numérica directa explicita e implícita, siendo de los métodos 
más conocidos.  
2.2.1 Integración explícita 
Los métodos explícitos no necesitan información en el paso de tiempo t+Δt  para predecir 
la respuesta en el tiempo t+Δt, es decir: 
∆ = f1, 	 ,  , 	 3∆, … 5 (2-7) 
Estos métodos son condicionalmente estables, eso implica que el tamaño del incremento 
de tiempo (Δt) tiene que ser menor que un valor critico (Δtcr);, en caso contrario, la 
solución no es estable, es decir, la solución diverge [37].  
Con Δt como paso de tiempo, la velocidad y la aceleración en el paso de tiempo Δt se 
aproximan a través de la ecuación diferencial central convencional, como: 
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	 " = '8∆ ("' − "3')     o    "' = "3' + 2∆t	 " (2-8) 
 
 ; = <∆=> (;< − >; + ;3<) (2-9) 
Las ecuaciones (2-8) y (2-9) surgen de la expansión de series de Taylor de "' y "3' 
sobre el tiempo n Δt: 
 "' = " + ∆t	 " + ∆t82  " + ∆t?6  " + ⋯ (2-10)  "3' = " − ∆t	 " + ∆t82  " − ∆t?6  " + ⋯ (2-11) 
Sustrayendo las ecuaciones (2-10) y (2-11) se obtiene la ecuación (2-8) mientras 
sumándolas se obtiene la ecuación (2-9). En ambos casos, el término que contiene Δt a 
potencias mayores que el segundo se descartan ya que la naturaleza física del problema 
tan solo considera las aceleraciones   como variable de interés.  El primer término error 
es por lo tanto proporcional a Δt2.  Esto sugiere que U tiene segundo orden de precisión, 
así, reduciendo a la mitad el paso de tiempo se debe reducir aproximadamente la cuarta 
parte del error.  
Considerando la ecuación de equilibrio dinámico expresada como:  
 " + 	 + B%""  = BCD" (2-12) 
Sustituyendo las ecuaciones (2-8) y (2-9) en la ecuación (2-12) se obtiene: 
E 1∆t8  + 12∆t G "' = B#D" − B%"" + 2∆t8  " − E 1∆t8  − 12∆t G "3' (2-13) 
Donde, si las condiciones lineales prevalecen, BH"" = 
 " [40]    
La ecuación (2-13) es condicionalmente estable siempre y cuando: 
∆t ≤ 2ωKLD MN1 − ξ8 − ξP (2-14) 
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Con ξ como la taza de amortiguamiento y ωKLD como la mayor frecuencia que contribuye 
en la respuesta. 
Además, el paso de tiempo crítico (discretización temporal) puede expresarse como: 
∆tQR ≤ LK#TUc = LK#TUVE ρX  
(2-15) 
Donde c es la velocidad del sonido del material, Lmesh es la longitud del elemento finito, E es el módulo de Young, y ρ la densidad.  La ecuación (2-15) es llamada la condición de 
Courant. En la práctica la discretización espacial es: 
∆x = ∆y = λ20   con λ = cfa ;   c = VE ρX  (2-16) 
Donde λ longitud de onda λ y fo es la frecuencia fundamental. 
2.2.2 Integración implícita 
En este trabajo se utiliza el método de integración de Newmark implícita, el cual tiene la 
ventaja de que es independiente de los valores utilizados en la integración.  El método se 
vuelve incondicionalmente estable; en otras palabras, independiente del valor del paso 
de integración ∆c para lograr la convergencia.  Sin embargo, la precisión depende, 
además de la discretización espacial, de la discretización en el tiempo [40]. 
La integración por el método de Newmark es la respuesta en el tiempo n+1 de los 
valores en el tiempo d (valores actuales de los grados de libertad), así:  
	 "' = 	 " + ∆t1γ "' + (1 − γ) "5 (2-17) 
 "' = " + ∆t 	 " + 12 ∆t812 β  "' + (1 − 2β) "5 (2-18) 
Los términos γ y  β son constantes que determinan las características del algoritmo, 
como la exactitud y la estabilidad numérica. Para trabajar con una solución 
incondicionalmente estable, se debe trabajar con el factor γ = 0,5 y el factor de la β = 0,25 
(con un error para el vector U T igual a 0(Δt2) ) [40].  Solucionando de la ecuación (2-18) 
para  "' , y sustituyendo esta expresión en la ecuación (2-17) se obtiene: 
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 "' = 1β∆t8 1"' − " − ∆t 	 "'5 − g 12β − 1h  " (2-19) 
	 "' = γβ∆t ("' − ") − gγβ − 1h 	 " − ∆t g γ2β − 1h  " (2-20) 
Ahora, sustituyendo las ecuaciones anteriores en la ecuación del balance general 
ecuación (2-1), y luego resolviendo para U Tn+1, el resultado es: 

Cii "' = j"' +  k 1β∆t8 " + 1β∆t 	 " + g 12β − 1h  "l +  …  
 k γβ∆t " + gγβ − 1h 	 " + ∆t g γ2β − 1h  "l (2-21) 
Donde:  

#ii = 1β∆t8  + γβ∆t  + 
 (2-22) 
Las ecuaciones (2-21) y (2-22) completan las expresiones necesarias para encontrar el 
tiempo de respuesta de las estructuras.  Es importante aclarar que, aunque no es 
necesario, por la naturaleza incondicionalmente estable el método de integración 
implícita, usualmente se utiliza la condición de Courant para definir el paso Δt. 
2.3 Elemento Q4 
El elemento cuadrilátero bilineal denominado Q4, es un cuadrilátero que tiene cuatro 
nodos, cada uno tiene asociado un desplazamiento u(x,y) y v(x,y) en la dirección x y y  
del plano cartesiano respectivamente, ver Figura 2-2.  A seguir se describe en detalle ese 
elemento finito ya que es utilizado en el presente trabajo.  Los desplazamientos en cada 
nodo están dados por [39]: 
u = a' + a8x + a?x + apxy      
(2-23) v = aq + arx +  asx + atxy      
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Donde x y y son las coordenadas de cada nodo y a1,…, a8  son coeficientes de las 
funciones de interpolación.  El nombre bilineal surge porque la forma de la expresión para u y v son el producto de dos polinomios lineales, estos son, (d1 + d2 x)(d3 + d4 y) 
donde di son constantes [39].  En los bordes del elemento este término no altera la 
linealidad del desplazamiento dado que para  y = b, por ejemplo, la función u(x , y) es 
función de x solamente lo que hace que sobre el borde superior el desplazamiento u(x , y) varíe linealmente entre u4 y u3 [41]. 
Figura 2-2: Elemento Bilineal Q4 
 
 
La ecuación (2-23) se puede expresar en forma vectorial de la siguiente manera: 
z{ = ku(x, y)v(x, y)l = E1 x y0 0 0   xy   0     0 0 0    1 x y    0   xyG
|}}
~
}}
a'a8a?apaqarasat}}

}}
 (2-24) 
Y en forma compacta como: 
z{ =   (2-25) 
Asumiendo las condiciones de frontera del elemento finito y considerando los polinomios 
de interpolación es posible definir: 
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 u' = u(x', y') = a' +  a8x'  +  a?y'  +  apx'y'     ⋮        up = u(xp, yp) = a' +  a8xp  + a?yp  +  apxpyp     
(2-26) v' = v(x', y') = aq +  arx'  +  asy'  + atx'y'     ⋮        vp = v(xp, yp) = aq +  arxp  +  asyp  +  atxpyp     
      
Donde x1,…,x4 y y1,…,y4 son las respectivas coordenadas de x y y de cada nodo y u1,…,u4 y v1,…,v4 son los desplazamientos en la dirección x y y, en cada nodo, 
respectivamente. Al ensamblar para todo el elemento finito se obtiene. 
|}}
~
}}
u'u8u?upv'v8v?vp}}

}} =



1 x'1 x8 y' x'y'y8 x8y81 x?1 xp y? x?y?yp' xpyp
0   00   0 0    0      0    0       0   00   0 0    0       0    0       0   00   0 0   00   00   00   0 0   00   0
1 x'1 x8 y' x'y'y8 x8y81 x?1 xp y? x?y?yp' xpyp 



|}}
~
}}
a'a8a?apaqarasat}}

}}
 
(2-27) 
La ecuación anterior en forma compacta se puede expresar como: 
# =   = E 00 G  (2-28) 
Con    A0 =1 x'1 x8 y' x'y'y8 x8y81 x?1 xp y? x?y?yp' xpyp 
Siendo A la matriz de transformación y el vector Ue, los desplzamientos nodales del 
elemento finito e. Finalmente de las ecuaciones (2-25) y (2-28) se obtiene: 
u = x a = x 3'# =  # (2-29) 
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z{ = MuvP = gN' 00 N' ⋮ N8 00 N8 ⋮ N? 00 N? ⋮ Np 00 Nph




u'v'…u8v8…u?v?…upvp



 (2-30) 
Donde las funciones de forma Ni, (i=1, 2 ,3 ,4), se expresan en la ecuación (2-31), los 
términos a y b están definidos en la Figura 2-2: 
N' = (a − x)(b − y)4ab            N8 = (a + x)(b − y)4ab  
(2-31) 
N? = (a + x)(b + y)4ab              Np = (a − x)(b + y)4ab  
Se puede verificar que estas funciones valen 1 en los nodos correspondientes y 0 en los 
restantes [41].  Es de aclarar que el vector z{ representa los desplazamientos al interior 
del elemento finito e, en cualquier coordenada definida por x y y, las cuales dependen de 
los valores nodales de desplazamiento Ue y de las matrices de las funciones de forma N. 
2.4 Elemento isoparamétrico Q4 
La Figura 2-3 muestra un elemento que si bien es rectangular en el sistema de 
coordenadas (ξ, η), por medio de una transformación lineal de coordenadas (ξ, η)→(x, y) 
puede convertirse en un elemento cuadrilátero, no necesariamente ortogonal.  Esto 
indica que la transformación inversa (x, y)→(ξ, η), que también será lineal, permite 
convertir elementos de formas más generales que la ortogonal en elementos ortogonales.  
El elemento rectangular así definido en el espacio (ξ, η) es isoparamétrico si la 
transformada es tal que las coordenadas de los nodos en el sistema (ξ, η) son ±1 y las 
funciones que relacionan las coordenadas (ξ, η) con las coordenadas (x, y) se utilizan 
igualmente para interpolar los desplazamientos [41].  La principal ventaja de la 
formulación isoparamétrica es que se usan las mismas funciones de forma para 
interpolar las coordenadas y los grados de libertad; de esta manera, se evita el cálculo de 
la matriz de transformación A para determinar la matriz de rigidez de cada elemento. 
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Figura 2-3: Elemento bilineal a) en coordenadas naturales, b) en coordenadas físicas. 
 
Para el elemento finito isoparamétrico, las coordenadas de un punto dentro del elemento 
se definen por: 
x =  N% x%             y =  N% y% (2-32) 
En la cual xi y yi son las coordenadas de las esquinas de los nodos y las funciones de 
formas Ni son: 
N' = (1 − ξ)(1 − η)4          N8 = (1 + ξ)(1 − η)4  
(2-33) 
N? = (1 + ξ)(1 + η)4           Np = (1 − ξ)(1 + η)4  
Estas funciones de forma Ni son similares a las funciones de forma Ni en la ecuación 
(2-31).  Es de definir que para un elemento finito isoparamétrico, los desplazamientos de 
un punto se interpolan a partir los grados de libertad nodales por el uso de las mismas 
funciones de forma. 
u =  N%u%            v =  N%v% (2-34) 
Los desplazamientos u y v son paralelos a los ejes x y y, no a los ejes ξ y η.   Para 
escribir la matriz esfuerzo-desplazamiento B se debe establecer la relación entre 
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gradientes en los dos sistemas de coordenadas.  Por ejemplo, considerando uno de 
estos gradientes, la deformación axial a lo largo de la dirección x, εx=D, no se puede 
definir porque el desplazamiento axial u es definido como una función de ξ y η, en lugar 
de como una función de x y y.   En ese sentido, se debe empezar por la diferenciación 
con respecto a ξ y η y utilizando la regla de la cadena [39], se obtiene:  
|~
∂u∂ξ∂u∂η
 = 
∂x∂ξ ∂y∂ξ∂x∂η ∂y∂η

|~
∂u∂x∂u∂y
 =   |~
∂u∂x∂u∂y

 (2-35) 
Donde J es llamada la matriz Jacobiana.  Los coeficientes de J pueden ser obtenidos de 
la ecuación (2-32), asi: 
D¢ = ∑ £¤¢ x% ¥¢ = ∑ £¤¢ x% , etc. (2-36) 
La ecuación (2-35) puede ser resuelta para el vector del lado derecho; por lo tanto, 
retornando al ejemplo, la deformación axial εx se hace 
εD = ∂u∂x =  ''∗ §u§ξ +  '8∗ §u§η (2-37) 
Donde J*11 y J*12 son los coeficientes en la primera fila de la inversa de la matriz J y los 
términos:  
∂u∂ξ =  ∂N%∂ξ u%                                  ∂u∂η =  ∂N%∂η u% (2-38) 
son obtenidos de la ecuación (2-34).  Las desformaciones restantes εy y γxy  son 
formuladas de modo similar, y al final la matriz esfuerzo-desplazamiento B puede ser 
escrita. 
Utilizando el procedimiento anterior, se puede formular la matriz de rigidez por elemento 
finito isoparametrico Q4 como:  
k# = - ()(dV = - - ( ) ( d | | dξ dη'3''3'  (2-39) 
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Donde d es el espesor del elemento y | | es el determinante de la matriz J en la 
ecuación (2-35).  Es de observar que J puede ser considerado como un factor de escala 
entre áreas; esto es, dx dy = | | dξ dη [39].  En general, | | es una función de las 
coordenadas, pero para un rectángulo o paralelogramo el determinante es constante y 
tiene el valor de A/4, donde A es el área del rectángulo o paralelogramo y el número 4 es 
el área en coordenadas (ξ, η), donde el elemento es siempre un cuadrado de dos 
unidades en lo lados [39]. 
2.5 Elemento Q4 axisimétrico 
En ciertas situaciones de la mecánica de sólidos, los problemas tridimensionales pueden 
ser tratados como problemas con simetría de revolución.  Tal es el caso de las 
estructuras que son axialmente simétricas respecto a un eje, donde su geometría, 
condiciones de contorno y cargas deben ser simétricas respecto al citado eje.  La Figura 
2-4 muestra un sólido axisimétrico respecto al eje vertical (eje z), en el cual todas sus 
propiedades son independientes del eje θ (eje circunferencial).  En tal caso, el estudio del 
sólido puede efectuarse analizando solamente una rebanada del mismo, situada en los 
ejes r y z, y cuya respuesta es tomada como la respuesta de un sólido de revolución. 
Su formulación es muy similar al problema bidimensional en deformación plana, 
simplemente remplazando la integración en el espesor por una integración a lo largo del 
toroide que genera el elemento finito. Esto trae como consecuencia ciertas ventajas en 
relación al análisis tridimensional, como lo son [42]: 
- Malla de elementos finitos mucho más sencilla. 
- Reducción significativa del número de grados de libertad. 
- Reducción del semi-ancho de banda de la matriz de rigidez global, lo que 
conlleva a una disminución sustancial del tiempo de solución del sistema de 
ecuaciones. 
- Mayor facilidad de interpretación de los resultados. 
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Figura 2-4: Estructura con simetría de revolución. 
 
En este caso en particular, la interpolación de coordenadas se emplea de la misma forma 
que en los problemas de elasticidad bidimensional, pero aplicada a la definición de las 
coordenadas radial y axial [43]: 
MrzP = gN' 00 N' ⋮ N8 00 N8 ⋮ N? 00 N? ⋮ Np 00 Nph




r'z'…r8z8…r?z?…rpzp



 (2-40) 
 =  N%x% (2-41) 
Donde el vector xi agrupa a las coordenadas (r, z) de todos los nodos del elemento finito.  
Al igual que lo presentado en la sección anterior, el cálculo de las propiedades del 
elemento finito requiere conocer las derivadas de las funciones de interpolación respecto 
a las coordenadas generales.  Siguiendo las reglas de la derivación se puede poner la 
siguiente relación matricial entre las derivadas en ambos sistemas de coordenadas: 
|~
∂N%∂ξ∂N%∂η 
 = 
∂r∂ξ ∂z∂ξ∂r∂η ∂z∂η
 ±∂N%∂r∂N%∂z ² =   ±
∂N%∂r∂N%∂z ² (2-42) 
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La matriz J es la matriz Jacobiana de la transformación de coordenadas (r , z) a (ξ , η). 
Despejando de la ecuación (2-42) se obtiene: 
±∂N%∂r∂N%∂z ² =  
3'
|~
∂N%∂ξ∂N%∂η 

 (2-43) 
El vector de la derecha se puede calcular derivando las Ni respecto a ξ, η. Conociendo J 
se pueden obtener de la expresión (2-43) todas las derivadas que forman la matriz  B de 
manera análoga a como se presentó en el elemento finito isoparametrico Q4. 
El cálculo de J se hace apoyándose en la interpolación de coordenadas: 
  = 
 ∂N%∂ξ r%  ∂N%∂ξ z% ∂N%∂η r%  ∂N%∂η z%

 (2-44) 
Esta expresión puede ser evaluada fácilmente, ya que las funciones N son conocidas en  
función de ξ, η y, ri, zi, son las coordenadas de los nodos que definen la forma del 
elemento, para i = 1, 2, 3, 4, en el caso de un elemento finito Q4. 
La matriz de rigidez  K del elemento es definida como [43]: 

 = - ( ) ( dV (2-45) 
Donde el dominio de integración expresado en las coordenadas locales es: 
dV = 2πr dr dz = 2πr   dξ dη (2-46) 
El valor del radio se aproxima según la ley de interpolación de coordenadas, con lo que el 
diferencial de volumen queda: 
dV = 2πr dr dz = 2π (N%r%)   dξ dη (2-47) 
Considerando la estructura de B, la matriz de rigidez K es: 

 = - ( ) ( dV = 2π - ( ) (   (N%r%) dξ dη (2-48) 
La matriz K se puede dividir en nxn submatrices que relacionan a los n nodos entre sí 
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 = ´K'' … K'"… …K"' … K"'µ (2-49) 
Cada una de ellas tiene la expresión: 
K%, = 2π - B% ) B, (N%r%)    dξ  dη'3'  (2-50) 
Sobre la naturaleza de estas integrales pueden hacerse las mismas consideraciones que 
en el caso de elasticidad bidimensional únicamente debe hacerse notar que el orden de 
los polinomios es mayor que en aquel caso, debido a la presencia del término ∑(N%r%) en 
el integrando. 
2.6 Modelamiento de MFG: Elemento finito gradado 
Existen diferentes técnicas para el modelamiento mediante elementos finitos de 
materiales funcionalmente gradados entre los principales se puede considerar análisis 
multicapa y elemento finito gradado.  En el primer caso se divide la región gradada en 
diferentes regiones, donde cada región es considerada con propiedades constantes y 
simuladas con elementos finitos tradicionales o elemento finito homogéneo (EFH).  Sin 
embargo, las propiedades de cada capa varían siguiendo una ley de gradación 
específica.  En el segundo caso, comparando los tradicionales elementos finitos 
homogéneos (EFH) y los elementos finitos gradados (EFG), tenemos que en el caso de 
los EFH, las propiedades del material se mantienen constantes en el modelo de 
elementos finitos, que se miden en el centroide de cada elemento, véase la Figura 
2-5 (a).  En cuanto el EFG incorpora el gradiente de las propiedades del material sobre la 
escala de los elementos finitos, véase la Figura 2-5 (b); por lo tanto, las propiedades de 
este elemento cambiará, de forma continua,  conforme a una ley de gradación específica.  
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Figura 2-5: Concepto de elemento finito gradado a) Elemento Finito Homogêneo; 
(b) elemento Finito Gradado. (Figura adaptada de [44]). 
 
Este abordaje de los EFG es ventajoso para la simulación de materiales funcionalmente 
gradados, una vez que la transición de propiedades de un elemento finito a otro se hace 
de forma suave y continua [45].  La Figura 2-5 muestra la variación exponencial del 
material mediante EFH y el EFG. 
Las propiedades del material pueden ser interpolada a partir de las propiedades nodales 
de los materiales del elemento finito e utilizando funciones de forma isoparamétricas que 
son las mismas para las coordenadas espaciales (x, y) [46]: 
x = ∑ N% x% y = ∑ N% y% (2-51) 
y para los desplazamiento (u, v) 
u = ∑ N% u% v = ∑ N% v% (2-52)      
Por lo tanto, por generalización del concepto isoparamétrico, el módulo de Young E = E(x) y el coeficiente de Poisson μ = μ(x) se interpolan como: 
E = ∑ N%E% ; μ = ∑ N%μ% (2-53) 
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El marco anterior permite el desarrollo de una formulación totalmente isoparamétrica en 
el sentido de que las mismas funciones de forma se utilizan para interpolar los 
desplazamientos desconocidos, la geometría, y las propiedades del material.  Por lo 
tanto, la variación real de las propiedades del material se puede aproximar por las 
funciones de interpolación del elemento de una manera continua a lo largo de una 
derivación y siguiendo una  ley de gradación especifica. 
 
  
   
 
 
3. Método de Optimización topológica (MOT) 
3.1 Introducción 
El diseño de componentes mecánicos pretende encontrar la configuración óptima de un 
cuerpo de acuerdo a sus requerimientos funcionales.  Dicha configuración comprende la 
topología, forma y dimensiones del componente.  La optimización de diseño, en la cual, 
usualmente, se combinan las técnicas de Optimización con los Elementos Finitos, ha sido 
desarrollada para facilitar al diseñador la obtención de dicha configuración óptima y se 
divide en tres ramas: paramétrica, de forma y topológica.  La Figura 3-1 ilustra los 
diferentes tipos [47].  
La optimización paramétrica, también conocida como Optimización de tamaño, trata de 
determinar las medidas óptimas de los elementos que constituyen una estructura de 
forma predefinida, como por ejemplo el espesor, una longitud, un radio de redondeo o un 
área de sección transversal.  Es el enfoque más sencillo ya que el número de variables 
del problema es bastante limitado. 
En la optimización de forma las variables de diseño puede ser las coordenadas de 
algunos puntos que pertenecen al contorno de la pieza o, parámetros más abstractos 
como coeficientes de una curva que representa la forma de la pieza; por ejemplo, las 
curvas de Splines.  En otras palabras, la optimización se logra a través de los cambios en 
las fronteras de una geometría que deben definirse previamente.  En este tipo de 
optimización, debido a las formas complejas que se pueden obtener se utiliza 
generalmente en el método de elementos finitos (FEM) para el análisis de estructuras 
durante la optimización.  La principal desventaja de la optimización de forma en este caso 
es que con el cambio de la forma de la estructura, la malla de MEF se distorsiona 
exigiendo un remallado del dominio durante la optimización, que en general no es fácil de 
implementar. 
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Finalmente, la optimización topológica, como su nombre lo indica, busca obtener la 
topología óptima del cuerpo, trata de buscar la distribución óptima de material en una 
estructura, mediante la supresión de elementos y/o la modificación de la conectividad y/o 
de las coordenadas nodales.  Este enfoque es el más complicado porque la cantidad de 
variables que aborda es elevada [31].  La Optimización de Topología es una 
aproximación a la forma de diseño que no requiere de la definición de un trazado inicial.  
En lugar de cambiar las dimensiones de una forma predefinida, el Métodos de 
Optimización Topológica funcionan mediante la variación de la distribución de un material 
dado dentro de un dominio diseño acotado, sin la necesidad de definir una disposición 
inicial.   Este método es, por lo tanto, capaz de introducir o quitar huecos y bloques de 
material en las soluciones, cambiando la topología y explorando nuevas formas.  
Figura 3-1: Optimización (a) paramétrica (b) de forma (c) topológica [48]. 
 
El Método de optimización topología ha sido ampliamente reconocido como una 
poderosa herramienta para el desarrollo de formas innovadoras, como se ve en la 
cantidad creciente de publicaciones dedicadas a la exploración y aplicación de técnicas 
de optimización topología en la solución de problemas de ingeniería [49] (ver Figura 3-2), 
donde se un claro crecimiento exponencial, desde el año 1990, año cercano a su 
formulación inicial.  Las aplicaciones de la optimización topológica son muy amplias.  
Entre las principales se puede mencionar el análisis estructural y de elementos de 
máquinas, donde generalmente se busca minimizar la cantidad de material sujeto a las 
restricciones que implican las teorías de falla de los materiales.  Igualmente la 
optimización topológica tiene cabida en el modelamiento de dinámica de fluidos, el 
modelamiento de elementos con aplicación térmica y aplicaciones en el campo de la 
biomecánica [50].  
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Figura 3-2: Número de publicaciones sobre Optimización Topológica en revistas 
cientificas desde 1990, hasta mayo del 2010. 
 
3.2 Breve historia del MOT 
El primer trabajo destacable sobre optimización fue realizado por Galileo Galilei (1564-
1642) en su obra publicada en 1638, “Discorsi e dimonstrazioni matematiche, intorno, a 
due nuove scienze attenenti alla mecanica et i movimenti locali”.  Este versaba sobre la 
forma óptima de una viga en voladizo, con una carga puntual en su extremo libre.  Más 
tarde, el desarrollo del cálculo infinitesimal de Leibniz (1646-1716) y el cálculo de 
variaciones de Lagrange (1736-1813) sentarían las bases de la optimización moderna.  
Posteriormente, llegaría el principio de mínima acción de Hamilton (1808-1865), y en el 
siglo XX Michell establecería los principios fundamentales para el diseño óptimo de 
barras de peso mínimo.  Para ello se valió de un teorema previo desarrollado por Clerk 
Maxwell [31].  
Hace aproximadamente cuatro décadas Schmit  propuso una idea revolucionaria que dio 
origen a una nueva disciplina; y en la cual, los ingenieros, en general, tratan de diseñar 
objetos o sistemas de coste mínimo que durante su vida útil deben ser capaces de 
resistir las solicitaciones máximas que se puedan producir; por tanto, los problemas de 
diseño (óptimo) podrían plantearse de forma sistemática en términos de problemas de 
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minimización con restricciones, y podrían resolverse mediante técnicas de programación 
no lineal utilizando ordenadores digitales de alta velocidad. 
Sin embargo, desde que Bendsøe y Kikuchi desarrollaron los conceptos básicos en 1988, 
los problemas de optimización topológica se han planteado tradicionalmente mediante 
formulaciones de máxima rigidez.  Con este tipo de planteamientos se pretende distribuir 
una cantidad predeterminada de material en un dominio de diseño fijo de forma que se 
maximice la rigidez (consecuentemente, se minimice la energía de deformación) de la 
pieza resultante para un determinado estado de carga [51].  
Los problemas de optimización han ido evolucionando de forma paralela a la evolución 
de las técnicas y algoritmos de resolución existentes y de la capacidad de cálculo de las 
herramientas de computación.  A medida que se han ido alcanzando nuevos avances 
tecnológicos ha sido posible el enunciado y la resolución de problemas de ingeniería más 
complejos y que necesitan, por lo tanto, menos contribución por parte del diseñador.  A 
seguir se presentan algunas de las técnicas utilizadas para resolver los problemas 
mediante el MOT y algunas de sus principales aplicaciones. 
3.3 Técnicas de optimización topológica 
A continuación se describe brevemente algunas técnicas para el diseño de topologías 
como lo son el método ON/OFF y el método Level set, además se describe el método 
SIMP o método de las densidades en la sección 3.5.2, ya que bajo estos criterios será 
realizado el estudio en este trabajo de grado.  
3.3.1 Métodos ON/OFF 
La representación ON/OFF, también conocida como representación binaria, discreta o 
0/1 [49], básicamente consiste en asignar a las variables de diseño valores discretos, 
cero o uno, acompañado de un problema de optimización discreto.  El uso de 
representaciones binarias para el diseño topológico de estructuras con alta relación de 
volumen se remonta a la obra de Anagnostou et al. [52] en 1992, donde se utilizó un 
algoritmo de optimización para el diseño de vigas en I y aletas térmicas.   
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Los enfoques basados en la solución de problemas discretos en optimización topológica 
también han recibido algunas críticas.  Los argumentos más importantes contra el uso de 
representaciones ON/OFF se dan aquí, junto con los contra-argumentos que 
normalmente se encuentran en la literatura [49]: 
- Objeciones matemáticas: hay objeciones matemáticas a la utilización del enfoque 
ON/OFF en la optimización topológica, tales como la inexistencia de soluciones o 
de dependencia de malla [53].  Esto se discute por Sigmund y Petersson en su 
estudio de 1998 [53], donde se proponen dos soluciones: la modificación del 
problema de optimización topológica (por ejemplo, por la relajación) de forma que 
la nueva versión posee una solución o la descretización finita del espacio de 
diseño.  El primero, por lo general, lleva a abandonar la representación ON / OFF 
y cambiar el problema por uno continuo.  De hecho, enfoques tales como el 
método de homogeneización y el SIMP puede ser visto como formas relajadas del 
problema fundamentalmente discreto de colocación del material.  La otra solución 
propuesta, que es la comúnmente utilizada por los defensores y usuarios de las 
representaciones ON/OFF, por lo general conduce a problemas que no tienen 
solución, ya que el número total de combinaciones en un espacio discretizado es 
finito. 
- Dificultades con la optimización discreta: Los problemas discretos suelen ser más 
complicados de resolver que los problemas con las variables continuas, sobre 
todo debido a los problemas derivados de la utilización de técnicas basadas en 
derivadas en espacios discretos y optimización entera.  Este problema se ha 
abordado principalmente por el uso de técnicas de optimización libre de derivadas 
que funcionan bien con problemas discretos, en particular, algoritmos de 
optimización evolutiva y simulated annealing. 
- Inestabilidades numéricas: el enfoque de ON/OFF presenta la tendencia al 
retorno de soluciones con inestabilidades numéricas, como los patrones de 
tablero de ajedrez o de otros problemas de forma.  Estos problemas suelen ser 
superados (con diversos grados de éxito) a través de la utilización de filtros u 
otros operadores de suavizado. 
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3.3.2 Metodos Level set  
El uso de tecnicas Level set para la optimización se introdujo por primera vez por 
Santosa en 1995 [54] para la solución de problemas inversos, y desde entonces ha 
recibido una gran cantidad de atención por parte de la comunidad de optimización 
topológica, véase, por ejemplo, el estudio de Burger y Osher [55].  Esta representación 
implícita permite el manejo de los cambios topológicos tales como el fraccionamiento, 
fusión, y la deformación de agujero previamente definidos (pero no la generación de 
agujeros, como se ha señalado en varias obras [56][57]) de forma automática.  Estas 
características han hecho que sea muy popular en áreas en las que es necesario el 
seguimiento de los movimientos en la superficie y la capacidad de representar y 
desarrollar formas arbitrarias con precisión, tales como la simulación de líquidos, llamas, 
y otros medios; reconstrucción de imágenes, imágenes médicas y otras aplicaciones [49].  
Algunas de las características que hacen esta metodología atractiva para la solución de 
problemas de optimización topológica son [49]: 
- Descripción geométrica suave de la interfaz: en general, los métodos Level set 
proporcionan formas suaves y de buen comportamiento que son interesantes 
desde el punto de vista de aplicación [58].  Por otra parte, la fundamentación 
matemática bastante sólida de las técnicas Level set permite el desarrollo de una 
serie de herramientas matemáticas para mejorar su rendimiento [59]. 
- Fácil implementación: el algoritmo básico Level set es bastante sencillo, sobre 
todo si se compara con los métodos de la microestructura, tales como el enfoque 
de homogeneización. 
- Extensión directa a los problemas en 3D: la definición de las ecuaciones Level set 
son básicamente las mismas independientemente de la dimensión del problema; 
por lo tanto, permiten la optimización de estructuras 3D con poco coste adicional 
en términos de complejidad del algoritmo. 
3.4 Aplicaciones  
A continuación se revisa una variedad de disciplinas de ingeniería donde se aplica la 
Optimización Topológica, como son los casos de transferencia de calor y 
termoelasticidad, Flujo de fluidos, Dinámica, acústica y propagación de ondas, diseño 
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aeroespacial y aeroelasticidad, materiales y estructuras multifuncionales, diseño 
biomédico y recursos educativos.  La Figura 3-3 muestra gráficamente algunas de las 
aplicaciones del método de optimización topológica. 
Figura 3-3 Aplicaciones de optimización topológica 
Aplicación en biomedicina: Diseño de 
protesis facil [60] 
 
MEMS: Actuador 
electrotermomecánico [26] 
 
Diseño estructural: Edificios y estructuras 
civiles [61] 
 
Diseño aeroespacial: perfil de ala de un 
avión [62] 
3.4.1 Transferencia de calor y termoelasticidad 
Aunque ha habido varias aplicaciones tempranas de optimización topológica a problemas 
de conducción de calor, en el que la conductividad térmica del material es parametrizada 
a través de la penalización, nuevos avances han ocurrido más recientemente.  Gersborg-
Hansen et al. (2006) han desarrollado una técnica de optimización topológica que utiliza 
el método de volúmenes finitos para resolver problemas térmicos, en comparación con el 
método de elementos finitos habitual.  Zhou and Li (2008 b, c), investigaron la 
optimización topológica para la obtención de micro-estructuras con conductividad 
extrema.  Por otro lado, Bruns (2007) propuso una técnica que permitió la aplicación del 
diseño de los límites de convección para ser aplicados a un dominio de transferencia de 
calor a través de un nuevo esquema de penalización/interpolación para formular 
correctamente las porciones de convección de las matrices de elementos finitos.  Este 
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método también puede ser utilizado para modelar la radiación externa, donde un 
coeficiente de convección no lineal equivalente puede ser determinado [63]. 
Los problemas termoelásticos también se han resuelto utilizando técnicas de 
optimización topológica.  Algunos de los primeros trabajos en esta área se relacionan con 
el diseño de actuadores multi-físicos, donde la deformación debida a la expansión 
térmica se controla en el diseño de mecanismos flexibles (Sigmund 2001a, b).  Gao and 
Zhang (2010) penaliza un coeficiente de esfuerzo térmico (TSC) para controlar de 
manera efectiva tanto la rigidez estructural como la carga en dependencia del diseño.  
Wang et al. (2011a) utilizó optimización topológica para diseñar estructuras bi-materiales 
con baja expansión térmica direccional y alta rigidez.  En un problema de diseño similar, 
Deaton y Grandhi (2013a, b) investigaron diversas fórmulas de optimización topológica- 
basada en la densidad para rigidizar estructuras finas con expansión térmica reducida. 
3.4.2 Flujo de fluidos 
Al modelar un dominio sólido/fluido como una región de medios porosos, la optimización 
topológica se ha aplicado a diferentes flujos de fluidos usando técnicas similares a diseño 
topológico basado en la densidad elástica continua.  Al variar continuamente la 
permeabilidad en una región desde casi completamente permeable (líquido) a casi 
impermeable (sólido) en la literatura se ha demostrado que se pueden generar 
trayectorias de flujo de fluido eficientes.  Esto se demostró por primera vez por Borrvall y 
Petersson (2003), quien reduce al mínimo la energía disipada en un dominio de flujo de 
acuerdo a una restricción de volumen de fluido en el flujo de Stokes.  Formulaciones 
alternativas para la optimización topológica de flujo de Stokes han sido propuestas por 
Guest y Prevost ('2006b), que utiliza una representación de Darcy-Stokes y Wiker et al. 
(2007), quien permitió regiones discretas controladas por ecuaciones de Stokes y otras 
regiones controladas por la ecuación de Darcy. 
Por otro lado, muchos flujos encontrados en problemas de ingeniería no pueden ser 
representados bajo los supuestos de flujo de Stokes.  Por lo tanto, algunos 
investigadores modificaron los trabajos previos para permitir la optimización topológica de 
flujo de Navier-Stokes.  Específicamente, mediante la inclusión de los efectos inerciales, 
Gersborg-Hansen et al. (2005) y Kreissl et al. (2011) centran en la optimización 
topológica en el flujo incompresible de Navier-Stokes a bajos números de Reynolds para 
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canales, mientras que Oleson et al. (2006) utilizaron una formulación similar junto con la 
herramienta comercial FEMLAB.  Evgrafov (2006) también demostró la optimización 
topológica de flujo de Navier Stokes además de utilizar filtros para mejorar los resultados 
y proporcionar una convergencia mayor. 
3.4.3 Dinámica, acústica, y la propagación de ondas 
Aunque existe una cantidad significativa de la literatura en relación con la optimización 
topológica de estructuras vibrantes y los efectos dinámicos antes de 2000 utilizando la 
homogeneización y métodos basados en la densidad, una serie de avances se han 
hecho desde entonces.  Estos incluyen mejoras en la optimización de frecuencia básica, 
extensiones a las respuestas acústicas y estructuras acústicas acopladas y el diseño 
para el control de la propagación de ondas en una variedad de medios. 
 Problemas mínimos de conformidad y de diseño de la rigidez también se han tratado 
para cargas dinámicas y transitorias por la optimización topológica basada en la densidad 
a partir de la introducción de "adaptabilidad dinámica" por Jog (2002).  Recientemente, 
Jang et al. (2012) demostraron el uso del método de carga estática equivalente (ESL) 
para la minimización de conformidades de las estructuras cargadas de forma dinámica en 
el dominio del tiempo.  En su trabajo, una carga estática equivalente, es un caso de 
carga que produce desplazamiento igual a la respuesta dinámica, la cual se calcula para 
cada paso de tiempo en la respuesta transitoria y la optimización topológica se realiza 
utilizando las cargas estáticas. 
La optimización topológica basada en densidad también ha visto recientemente 
aplicaciones en problemas de propagación de onda que comienzan con Sigmund y 
Jensen (2003) y Halkjaer et al. (2006), quienes maximizan el ancho de banda de los 
materiales y estructuras de intervalo de banda fonónicos.  Del mismo modo, otros 
trabajos se han centrado en la distribución óptima de material en guías de ondas de 
cristal fotónico, que transmiten las ondas electromagnéticas para una variedad de 
objetivos (Jensen y Sigmund 2011).  Estos incluyen la transmisión de potencia máxima 
(mínima pérdida de señal) para guías de onda con diferentes curvas (Jensen y Sigmund 
2004;. Borel et al 2004), uniones en T (Jensen y Sigmund 2005), y uniones Y (Borel et al 
2005), obtención de propiedades deseadas de dispersión (Stainko y Sigmund 2007; 
Wang et al 2011b) y la obtención de las características de emisión deseables (Frei et al. 
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2005). Adicionalmente, el trabajo de Larsen et al. (2009) manifiesta la optimización 
topológica similar a la propagación de ondas; sin embargo, el objetivo es el transporte de 
energía a través de medios elásticos, además de los objetivos de supresión de vibración. 
En los últimos años, la optimización topológica basada en la densidad también se ha 
aplicado a problemas de diseños acústicos.  Estos generalmente se pueden agrupar en 
tres categorías: (i) la optimización de un dominio puramente acústico descrito por una 
ecuación de Helmholtz, (ii) reducción al mínimo de la radiación de sonido a través del 
diseño estructural, y (iii) estructuras acústicas acopladas. En la primera categoría, 
Wadbro y Berggren (2006) utilizaron la optimización topológica para diseñar una bocina 
acústica mediante el control de las características geométricas dentro de un dominio 
acústico.  Más tarde, Duhringet al. (2008) realizaron la optimización acústica de cuartos 
mediante el control de la geometría y la ubicación de material que absorbe /refleja en las  
fronteras.  En la segunda categoría, un número de investigadores han utilizado la 
optimización topológica para reducir la radiación acústica.  Olhoff y Du (2006) y Du y 
Olhoff (2007a, 2010) lograron disminuir la potencia acústica total irradiada por las 
superficies de estructuras vibrante bi-materiales.  Por otro lado, la tercera categoría de 
problemas acústicos de optimización topológica requiere un dominio de análisis acústico 
y estructural acoplado. Yoon et al. (2006, 2007) utilizaron una formulación de elementos 
finitos mixtos para resolver la presión y los desplazamientos para minimizar la presión 
integral (una representación de ruido) en una región particular de una estructura 
blindada. 
3.4.4 Diseño aeroespacial y aeroelasticidad 
Como se ha señalado por Stanford y Ifju (2009a), las aplicaciones aeroespaciales de 
optimización topológica son todavía relativamente raras a partir de un punto de vista de la 
literatura, pero las aplicaciones a estructuras de vehículos aéreos se pueden agrupar 
principalmente en dos categorías.  La primera categoría utiliza un solucionador 
aerodinámico para calcular la distribución de la presión sobre un ala (durante las 
maniobras de vuelo típico), esta carga se aplica posteriormente al modelo de 
optimización topológica para considerar los objetivos clásicos de optimización.  Otra 
categoría de aplicaciones utiliza explícitamente las fuerzas aerodinámicas calculadas en 
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un ala flexible, que incluye inherentemente acoplamiento aeroelástico entre el análisis 
aerodinámico y el estructural. 
Los primeros trabajos relacionados con la optimización topológica basada en la densidad 
de la primera categoría de problemas se realizó por Balabanov and Haftka (1996), 
quienes optimizaron la estructura interna del ala de un avión de transporte civil de alta 
velocidad utilizando un enfoque de estructura de campo.  Eschenauer y Olhoff (2001) 
también demostraron el diseño conceptual de refuerzos de alas de avión a través de la 
optimización topológica utilizando cargas de aire.  Recientemente, Wang et al. (2011d), 
ha demostrado un método de optimización topológica basado en la simulación del 
subconjunto para el diseño de vanguardia de refuerzos de alas de avión.  Finalmente, 
Choi et al. (2011) utilizó el método de carga estática equivalente (ESL) junto con de 
simulación de CFD para obtener carga aerodinámicas para trayectorias y optimización 
topológica de alas batientes. 
Finalmente, el primer trabajo para explorar el diseño aeroelástico como se describe en la 
segunda categoría fue el de Maute y Allen (2004), quien diseñó refuerzos de ala 
utilizando un programa de solución 3D Euler, modelo de elementos finitos lineal y análisis 
de sensibilidad adjunto para minimizar la masa con las restricciones en la elevación, 
arrastre y desplazamiento del ala.  Stanford y Ifju (2009a, b) utilizaron la optimización 
topológica para el diseño de membranas de alas de aviones para una variedad de 
objetivos incluyendo el aumento de la carga, el alivio de la carga, y la eficiencia. 
3.4.5 Recursos educativos 
Varios recursos educativos que muestran la optimización topológica basada en la 
densidad están disponibles al público.  Estos incluyen dos implementaciones de MATLAB 
usando la formulación SIMP: el código 99 de la línea original de Sigmund (2001a) y la 
variante más reciente de la línea 88 por Andreassen et al. (2011).  Por mérito de 
Andreassen et al. (2011) es la aplicación de un filtro de Heaviside para obtener 
resultados de topología en blanco y negro nítidos y discusiones relacionadas con la 
solución de los grandes problemas de optimización topológica utilizando MATLAB.  
Talischi et al. (2012) también proporcionan una implementación de MATLAB para la 
optimización topológica general que utiliza mallas no estructuradas de elementos finitos 
poligonales.  Por último, la monografía de Bendsøe y Sigmund (2003) permanece como 
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tal vez la herramienta más útil para un nuevo investigador en el área de optimización 
topológica. 
3.5 Conceptos generales del MOT 
El problema básico del diseño óptimo mediante el método de optimización topológica de 
una estructura se esquematiza en la Figura 3-4. Se desea diseñar un cuerpo compuesto 
de un material isotrópico elástico lineal, contenido en un dominio de diseño continuo Ω, 
que ha sido escogido de tal forma que permite la definición de los soportes estructurales 
y las cargas aplicadas.  El objetivo es encontrar la máxima rigidez posible para la 
condición de carga definida, empleando una cantidad de material restringida.  En general, 
lo que pretende el método es generar agujeros en el dominio de diseño mediante un 
procedimiento heurístico e iterativo, en el cual se mantiene el material en las zonas 
donde la energía de deformación es elevada y se elimina de las regiones donde dicha 
energía es despreciable [47].  El método de los elementos finitos se fundamenta en dos 
conceptos principales: el dominio de diseño y el modelo de material, los cuales son 
detallados a continuación. 
Figura 3-4: Problema básico del diseño topológico estructural (adaptado de [47]). 
 
3.5.1 Dominio de diseño 
Como se mencionó anteriormente, al contrario de la optimización de forma, en el MOT no 
son alterados los contornos externos del dominio de la estructura durante el proceso de 
optimización, ver Figura 3-5.  Este dominio fijo (región Ω), que contendrá la estructura 
optimizada (región Ωd), y que incluye las condiciones de contorno (entre ellos, los puntos 
de apoyo de la estructura y puntos de aplicación de cargas) se denomina dominio de 
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diseño fijo.  En el MOT se removerá y se adicionará material dentro del espacio definido 
por el dominio de diseño fijo, con el objetivo de encontrar la topología óptima.  La Figura 
3-5 ilustra este concepto. Siendo así, el MOT puede ser observado como un método que 
encuentra la función de distribución óptima de dos o más materiales (uno de ellos puede 
ser aire) en el interior del dominio de diseño fijo. 
Figura 3-5: Concepto del dominio de diseño fijo.  Adaptado de [64]. 
 
En la implementación numérica del módulo de análisis, el dominio de diseño fijo debe ser 
discretizado en elementos finitos que permanecerán inalterados durante el proceso de 
optimización, siendo alterada solamente la distribución de material en los elementos.  
Esto facilita la implementación del análisis de sensibilidad, una vez que vale para todos 
los elementos del dominio de diseño fijo la relación general para el cálculo de 
sensibilidades. 
∂∂A" - qdΩ¹ = -
∂q∂A" dΩ¹  (3-1) 
Donde An es la variable de diseño del elemento finito n, y q es una función continua y 
diferenciable. 
3.5.2 Modelo de material 
En el MOT generalmente dos tipos de materiales son utilizados para determinar la 
topología óptima de la estructura considerada.  Esa distribución de materiales puede ser 
definida como un problema de optimización de parámetros discretos o un problema del 
tipo 0-1; así, el problema es definido por una función discreta X(x, y) definida en cada 
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coordenada Cartesiana (x, y) de un dominio de diseño fijo bidimensional, Ω, de la 
siguiente forma: 
X(x, y) = k 1 si x, y ∈ Ω¼     0 si x, y ∈ Ω Ω¼⁄  (3-2) 
La utilización de valores discretos para la variación de material dentro del dominio de 
diseño fijo torna el problema mal puesto; en otras palabras, sin solución.  La solución 
para el problema anteriormente mencionado es la relajación del problema de 
optimización, permitiéndose que el material, en cada punto del dominio de diseño fijo, 
asuma valores intermedios, al pasar de la condición de ausencia de material a sólido. 
Así, se define el concepto de modelo de material, el cual está relacionado con la forma 
de variar el material en cada punto del dominio de diseño fijo, entre cero (generalmente 
aire) a uno (sólido). La definición del modelo de material define el grado de relajación del 
problema.  
Figura 3-6: Modelo de material (a) homogeneización (b) método de las densidades. 
 
Existen diversos modelos de material descritos en la literatura que pueden emplearse 
para parametrizar un cuerpo y realizar un diseño topológico óptimo, entre los principales 
se destacan: el método de homogeneización y el método de las densidades (este último 
utilizado para la obtención de los resultados).  La homogenización considera que el 
dominio está conformado por un material compuesto, constituido por una matriz de 
material elástico y un agujero rectangular por cada elemento finito ver Figura 3-6 (a). El 
enfoque de la Distribución de Material, esquematizado en la Figura 3-6 (b), es mucho 
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más sencillo que el anterior y más práctico cuando se está modelando materiales 
isotrópicos y se explica con más detalle a continuación. 
 Modelo de Material SIMP 
El modelo de material SIMP (Simple Isotropic Material With Penalization) o método de las 
densidades, en este modelo de material por cada elemento finito en que esté discretizado 
el dominio se define una densidad relativa ρ(x), cuyo valor varía entre cero y uno. Esta 
densidad relativa modifica el módulo de elasticidad del material del elemento finito E(x) 
mediante la expresión. 
E(x) = ρ(x) C¾ (3-3) 
Siendo C¾ el módulo de elasticidad del material isotrópico sólido. El algoritmo de 
optimización deberá hallar entonces los valores de las densidades relativas para cada 
elemento: Un valor de ρ(x) igual a cero indicará que el elemento es un agujero, mientras 
que un valor igual a uno indicará que el elemento es sólido. 
Idealmente las densidades relativas deberían comportarse como una variable binaria.  
Sin embargo, para facilitar la implementación computacional estas variables son 
continuas pero sus valores son penalizados mediante el exponente de penalización P, 
cuya función es hacer que los valores intermedios tiendan a ser cero o uno. En 
consecuencia la Ecuación (3-3) se modifica de la siguiente forma [47]. 
E(x) = ρ(x)ÀE¾ (3-4) 
En el modelo de material SIMP existe un conflicto en la magnitud del factor de 
penalización P.  Así, con la utilización de un valor de P pequeño (naturaleza más continua 
que discreta del problema de optimización) se genera el problema de escala de grises, lo 
cual conlleva a problemas técnicos en la fabricación y en interpretación de los resultados. 
Por tanto, es necesario trabajar con mayores valores de P (naturaleza del problema más 
discreta que continua); sin embargo, para valores muy altos; por ejemplo  P = 9, se 
generan problemas de convergencia y de inestabilidad numérica debido, principalmente, 
a la tendencia de retornar a un problema netamente discreto (limitar los valores de la 
pseudo-densidad de cada elemento finito a tan solo 0 o 1).  
La aproximación SIMP también ha sido denominada de aproximación de material ficticio, 
ya que se pensaba que ningún material real alcanzaría las propiedades modeladas por la 
68 Estudio computacional de materiales funcionalmente gradados sometidos a 
cargas de impacto de baja velocidad 
 
ecuación (3-4).  Con todo, Bendsøe y Sigmund (1999) han demostrado que la 
aproximación SIMP es físicamente posible desde que una simple condición sobre el valor 
de P sea satisfecha (en problemas estructurales): el valor de factor de penalización debe 
ser mayor o igual a 3. Así, el término P puede ser ajustado para reducir el problema de 
escalas de grises siendo la ecuación (3-4) termodinámicamente admisible si P es 
seleccionado de forma tal que satisfaga las siguientes relaciones (en problemas de 
estado plano de esfuerzos): 
ρÀE¾ ≤ ρE¾3 − 2ρ  para 0 ≤ ρ(x) ≤ 1  y  E¾ ≫ EL%R# (3-5) 
P ≥ max k 21 − v , 41 + vl (3-6) 
Donde v es el módulo de Poisson, E0 el módulo de Young y ρ la densidad del material 
considerado. El término Eaire es el módulo de Young del aire.  
Figura 3-7: Curva del límite de Hashin – Shtrikman y curvas del modelo de material 
SIMP 
 
Las ecuaciones (3-5) y (3-6) están basadas en los límites de Hashin - Shtrikman 
(Bendsøe y Sigmund, 1999; Hashin y Shtrikman, 1963), los cuales definen una región 
donde las propiedades de microestructuras formadas a partir de la mezcla de dos 
materiales (en este caso específico de un material base y el aire) son físicamente 
posibles de obtenerse.  A partir de las ecuaciones (3-5) y (3-6) se puede concluir que 
ambas se satisfacen si P ≥ 3 (para el módulo de Young). Sin embargo, no se debe olvidar 
que valores de P muy altos generan los inconvenientes típicos de problemas discretos 
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(inestabilidades numéricas).  La Figura 3-7 muestra la una comparación entre la curva 
del límite superior de Hashin – Shtrikman y las curvas de la relación entre el módulo de 
Young y la pseudo-densidad según el modelo de material SIMP para diversos valores 
de P. 
3.5.3 Problemas numéricos en el MOT 
Los problemas típicos que suelen presentarse en la implementación de la optimización 
topológica son la escala de grises y el tablero de ajedrez.  Estos problemas afectan la 
convergencia y dificultan la interpretación final de los resultados.  Otros problemas 
importantes existentes son la dependencia de la solución del tamaño de la malla de 
elementos finitos y la no unicidad de la solución.   A continuación se describe en detalle 
algunos de ellos. 
 Escala de Grises 
La escala de grises como lo muestra la Figura 3-8 son pseudo-densidades intermedias 
en el dominio final.  Esto, desde el punto de vista práctico no es interesante, ya que 
dificulta la interpretación final de la topología obtenida mediante el MOT y dificulta su 
fabricación.  Así, se hace necesario la existencia de un factor de penalización P en la 
ecuación (3-4), el cual debe ser ajustado para reducir la aparición de las escalas de 
grises. 
Figura 3-8: Escalas de grises (a) dominio de diseño y (b) solución [64]. 
 
En la Figura 3-9 se muestra el efecto del valor del factor de penalización, en el modelo 
de material SIMP, sobre la disminución de las escalas de grises en el diseño de una viga 
con múltiples cargas.  Se puede observar a través de la Figura 3-9 que para un valor 
unitario de P existen grandes áreas con escalas de grises y, a medida que se aumenta el 
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valor de P, ellas se reducen o son completamente eliminadas. Con todo, para elevados 
valores de P, por ejemplo, un valor igual a 9, se modifica la naturaleza de relajación del 
problema, aproximándolo a un problema discreto, el cual ocasiona inestabilidades 
numéricas.  
Figura 3-9: Efecto del factor de penalización P sobre las escalas de grises en el diseño 
de una viga con múltiples cargas [64]. 
 
 Inestabilidades de tablero de ajedrez 
El problema de tablero de ajedrez se ilustra en la Figura 3-10 y consisten en la 
formación, en la solución óptima, de regiones con elementos de color oscuro (presencia 
de material) y elementos de color blanco (ausencia de material), dispuestos en forma de 
un tablero de ajedrez.  Anteriormente se creía que estas regiones representan algún tipo 
de microestructura óptima, pero los trabajos de Díaz y Sigmund (1995) y Jog y Haber 
(1996) han demostrado que los patrones de tablero de ajedrez son debido a la 
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formulación (funciones de interpolación) del elemento finito utilizado, ya que las 
aproximaciones numéricas introducidas por el MEF hacen que la configuración de 
material en forma de tablero de ajedrez sea más rígida a esfuerzos cortantes que la 
configuración uniforme, considerando el mismo volumen de material en ambos casos. 
Figura 3-10: Problema de inestabilidades de tablero de ajedrez [65]. 
 
Sigmund y Petersson, estudiaron los métodos para hacer frente a los patrones de tablero 
de ajedrez que aparecen en MOT.  Los dos métodos más populares son las técnicas de 
filtrado y la imposición de una restricción en el perímetro de la estructura. Rahmatalla y 
Swan 2004, implementaron optimización topológica con elementos de orden superior y 
mostraron que esto erradicó los patrones del tablero de ajedrez.  Sin embargo, esto no 
conducirá a diseños de mallas independientes y todavía tenía que incluir una restricción 
perimetral [65]. 
Otra solución, una de las más recientes, consiste en la formulación del MOT con base en 
la técnica de Aproximación Continua de Distribución de Material o CAMD de sus siglas 
en ingles (Continuous Approximation of Material Distribution) (Matsui y Terada, 2004), la 
cual consiste en la introducción de las mismas funciones de interpolación utilizadas en el 
MEF para definir las variables de diseño, siendo que estas últimas son definidas como 
variables nodales y no por elemento, como sucede en la formulación tradicional del MOT. 
3.5.4 Técnica de filtrado 
La implementación de un filtro es necesaria para la eliminación del problema de 
inestabilidades de tablero de ajedrez y la correcta interpretación de los resultados. 
Basándose en técnicas de filtrado de procesamiento de imágenes, Sigmund, sugirió un 
72 Estudio computacional de materiales funcionalmente gradados sometidos a 
cargas de impacto de baja velocidad 
 
filtro que impide la creación de tablero de ajedrez en soluciones numéricas a problemas 
de optimización de topología. 
Una de las técnicas de filtrado de imagen más habituales consiste en la modificación de 
las sensibilidades de las variables del problema, obtenidas mediante el cálculo de 
estructuras, imponiendo una media ponderada entre éstas y las sensibilidades de los 
elementos más próximos. 
Como ejemplo de estas técnicas de filtrado de imagen, Sigmund propuso un método de 
filtrado eficaz en el que se definen las sensibilidades ponderadas como: 
∂fÄ∂ρÅ = 1ρÅ ∑ H	 %£%&'  H	 %ρ% ∂f∂ρ%
£
%&'  (3-7) 
Donde N es el número total de elementos en la malla, iÇ¤ las sensibilidades calculadas 
mediante los algoritmos de cálculo de estructuras y È	 H es el operador de convolución 
(factor de ponderación) definido tal como: 
H	 % = rK%" − dist(k, i),     Éi ϵ N|dist(k, i) ≤ rK%"Ë,      k = 1, 2, … , N, (3-8) 
El operador de convolución H	 % es cero fuera del área del filtro.  El operador dist(k,i) es 
definido como la distancia entre el centro del elemento k y el centro del elementoH-ésimo. 
De este modo si el radio rmin es muy pequeño apenas se están modificando las 
sensibilidades.  Por el contrario, si el radio rmin es excesivamente amplio todas las 
sensibilidades tenderían a tomar el mismo valor dado que la influencia de la ponderación 
sería muy importante con lo que las sensibilidades reales se verían fuertemente 
suavizadas [66]. 
3.6 Implementación de MOT para impacto 
El proceso de optimización con cargas estáticas equivalentes consta de dos partes como 
se ilustra en la Figura 3-11.  Ellos son: el dominio de análisis y el dominio de diseño.  
Específicamente, basándose en los resultados del dominio de análisis, cargas estáticas 
equivalentes al problema dinámico son calculadas para el dominio de diseño.  Luego, en 
el dominio de diseño, la optimización de la respuesta estática se lleva a cabo con las 
cargas estáticas equivalentes.  Finalmente, el diseño modificado se incorpora al dominio 
de análisis.  Todo el proceso de optimización itera entre los dos dominios hasta que los 
criterios de convergencia están satisfechos [67]. 
Capítulo 3 73
 
Figura 3-11: Proceso esquemático entre el dominio de diseño y el dominio de análisis. 
 
La Figura 3-12 muestra el proceso de optimización utilizando cargas estáticas 
equivalentes donde, los pasos del algoritmo son las siguientes [68]: 
Paso 1: Configuración inicial de los parámetros y variables de diseño (particularmente, el 
número de iteraciones, k=0; las variables de diseño ρk = ρ0, y los parámetros de 
convergencia: el término ε es un valor muy pequeño). 
Paso 2: Realizar el análisis dinámico con ρk (en el dominio de análisis). 
Paso 3: Calcular las cargas estáticas equivalentes en todos los intervalos de tiempo de 
análisis. 
Paso 4: Resolver el problema de optimización utilizando la respuesta estática lineal con 
el conjunto de la carga equivalente (en el dominio de diseño). 
Paso 5: Cuando k=0, vaya al paso 6, cuando k>0, si ІІ Feqv(k) – Feqv (k-1) ІІ≤ ε, entonces 
termine el proceso;  de lo contrario, vaya al paso 6. 
Paso 6: Actualizar los resultados de diseño, ajuste k=k+1 y vayla al paso 2. 
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Figura 3-12: Proceso de optimización usando cargas estáticas equivalentes. 
 
 
3.6.1 Cargas estáticas equivalentes.  
 Las cargas dinámicas son fuerzas que cambian en el dominio del tiempo, mientras que 
las cargas estáticas son fuerzas que son constantes sin importar el tiempo y que no 
conducen a que los efectos inerciales sean importantes.  Existen varios métodos para 
transformar las cargas dinámicas en cargas estáticas, uno de los métodos de 
transformación es el método de carga estática equivalente [67]. 
Una carga estática equivalente se define como una carga estática que produce el mismo 
campo de desplazamiento como el que haría una carga dinámica en un momento 
arbitrario de análisis dinámico.  El comportamiento dinámico estructural fue presentado 
en la ecuación (2-1) y es reescrita de la siguiente forma por ecuación la diferencial (3-9): 
M(ρ)Ü(t)+K(ρ)U(t)=F(t) (3-9) 
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Donde M es la matriz de masa; K es la matriz de rigidez; F es el vector de cargas 
dinámicas externas y U es el vector de desplazamientos dinámicos.  El análisis estático 
con la formulación de elementos finitos se expresa como: 
K(ρ)X=S (3-10) 
Donde X es el vector de desplazamientos y S es el vector de cargas estáticas externas. 
Las ecuaciones (3-9) y (3-10) se modifican para calcular el vector de carga estática que 
genera un campo de desplazamiento idéntico a la de un vector de carga dinámica en un 
momento arbitrario td de la siguiente manera [67]: 
S=K U(td) (3-11) 
El vector de desplazamiento dinámico U(td), en un momento determinado, se puede 
obtener de la ecuación (3-9).  Así, sustituyendo U(td) por X en la ecuación (3-10), las 
cargas estáticas equivalentes se representan en la ecuación (3-11).  El vector de carga 
estática S que se genera por la ecuación (3-11), es un vector de carga estática 
equivalente que produce el mismo desplazamiento como el que se haría a partir de la 
carga dinámica en un momento determinado, donde la matriz K de rigidez global de la 
ecuación (3-11) se puede obtener a partir del modelo de elementos finitos.  Por lo tanto, 
las cargas estáticas equivalentes se calculan mediante la multiplicación de la matriz de 
rigidez global y el vector de desplazamientos dinámicos.  Finalmente los conjuntos 
calculados de cargas estáticas equivalentes se utilizan como múltiples condiciones de 
carga en el proceso de optimización [67]. 
3.6.2 Optimización topológica utilizando cargas estáticas 
equivalentes  
Para este problema estructural, sometido a una carga de impacto, el objetivo del diseño 
es maximizar la rigidez del cuerpo para que éste soporte las cargas aplicadas.  La rigidez 
está dada por uT F, donde u y F son el vector de desplazamiento y fuerza, 
respectivamente. Esta es una función objetivo clásica en la optimización estructural y se 
ha demostrado matemáticamente que este problema es convexo.  En general, se 
acompaña de una restricción de volumen (V).  Así, la formulación es del tipo: 
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tal que K u = F ( y condiciones de contorno)                ρ - ρmin  ≥ 0                V - Vmax ≤0 
donde ρ son las variables de diseño.  Teniendo en cuenta la ecuación de balance de F = K u, tenemos: 
uT F = uT K u 
y por lo tanto su formulación simplificada es: 
H; Î   z. 
 z  
tal que     ρ - ρmin  ≥ 0                     V - Vmax ≤ 0 
Sensibilidad.  Un resultado interesante que se presenta es el cálculo de la sensibilidad de 
la rigidez.  Derivando la fórmula de la rigidez con respecto a la variable ρi tenemos: 
 = z
z →  ddρ% = dzdρ% 
z + z d
dρ% z + z 
 dzdρ% 
Ahora, 
z =  →  d(
z)dρ% = ddρ%  por lo tanto, 
 d
dρ% z + 
 dzdρ% = ddρ% = 0 

 dzdρ% = − d
dρ% z →  dzdρ% = −
3' d
dρ% z  ddρ% = −z d
dρ% (
3') 
 z + z d
dρ% z − z
 
3' d
dρ% z ddρ% = −z d
dρ% z 
De ello se deduce una expresión matemática sencilla.  Debido a la simplicidad de su 
gradiente y su convexidad, es un problema fácil de implementar. 
  
   
 
 
4. Resultados 
4.1 Abordaje no optimizado 
4.1.1 Parámetros de la simulación 
Para el estudio computacional de los materiales funcionalmente gradados sometidos a 
cargas de impacto de baja velocidad, se realizan simulaciones en placas de acero 
cilíndricas, dimensiones de 10 cm de diámetro y 3 cm de espesor, ver Figura 4-1.  Las 
simulaciones se llevan a cabo con diferentes tipos de acero, para el estudio fueron  
seleccionados un acero de bajo carbono (AISI 1020), un acero aleado (AISI 4140), un 
acero para herramientas utilizadas en proceso de impacto (AISI S2) y, por último, un 
acero balístico, nombre comercial Mars 300. La selección de estos aceros se debe al 
ánimo de probar una gama alta de opciones, desde aceros de bajas especificaciones, 
acero AISI 1020, hasta aceros de altas especificaciones para problemas de impacto, 
Mars 300 [69]. 
Tabla 4-1: Propiedades de los materiales usados en las simulaciones 
Material/propiedades Dureza 
Densidad  
(kg/m3) 
Módulo de 
Young (GPa) 
Módulo de 
Poisson 
Acero AISI 1020 111 HB 7500 200 0,29 
Acero AISI 4140 247-301 HB 7850 205 0.29 
Acero AISI S2 35 HRC 7750 207 0.29 
Acero Mars 300 56-60 HRC 8100 210 0.32 
Las simulaciones se realizaron mediante el software de elementos finitos ANSYS. 
Aprovechando la geometría de la pieza que es simétrica respecto al centro del disco (ver 
Figura 4-1 (a)), para la simulación es conveniente utilizar un elemento axisimétrico, esto 
reduce el tiempo de solución comparado a un modelo equivalente realizado en tres 
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dimensiones y, en general, lleva a resultados aproximados. La sección seleccionada para 
el modelo, considerando sobre un plano XY, posee el eje X como eje radial y el eje Y 
como eje de simetría del disco. 
El disco se soporta de los extremos, por lo cual se restringen los movimientos en X y Y; 
además, se restringen los movimientos en X a lo largo del eje de simetría, debido que el 
modelado utilizando es axisimétrico, ver Figura 4-1(b).  Sobre el centro del disco se 
aplica una carga de presión, simulando el impacto de un elemento de 0,6 cm de 
diámetro.  La Figura 4-1 muestra el disco de acero, el punto de aplicación de la carga, las 
restricciones y la sección usada para la simulación. 
Figura 4-1: (a) Disco de acero utilizado en la simulación, (b) modelo axisimétrico 
utilizado. 
 
La gradación del material se realiza por medio de agujeros circulares, donde el diámetro 
de los mismos cambia en el mismo sentido en que la onda de impacto atraviesa el disco. 
La Figura 4-2 muestra el modelo axisimétrico simulado de los discos de materiales 
gradados utilizados en las simulaciones junto con su respectiva función de gradación. 
Como se puede observar en la Figura 4-2, la distribución Orificios 1 posee orificios 
relativamente pequeños a través de todo el espesor del disco con una función de 
gradación constante; de la misma manera, la distribución Orificios 2 presenta una función 
de gradación constante pero con orificios de mayor diámetro. La distribución Orificios 3 
parte de orificios con un diámetro mayor en la superficie cercana al punto de impacto 
reduciendo su tamaño a medida que se acerca a la superficie opuesta. Por otro lado, la 
distribución Orificios 4 parte de orificios con un diámetro menor en la superficie cercana 
al punto de impacto aumentando su tamaño a medida que se acerca a la superficie 
opuesta y, por último, la distribución Orificios 5 comienza con orificios relativamente 
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pequeños en la superficie cercana al punto de impacto, luego aumentan de tamaño en el 
centro y se reducen de nuevo en la superficie opuesta.  La anterior distribución se 
seleccionó de forma  arbitraria y heurística, con el ánimo de verificar el desempeño de los 
orificios en la absorción de la onda de impacto y su correspondiente reducción de peso. 
Figura 4-2: Modelos axisimetricos utilizados y sus respectivas funciones de gradación. 
 
Orificios 1      Orificios 2 
 
 
Orificios 3      Orificios 4 
 
 
Orificios 5 
Ya que las cargas aplicadas son cargas de impacto de baja velocidad, se realiza un 
análisis transitorio, se calcula el tamaño de la malla y el paso de tiempo apropiado para la 
simulación, utilizando el procedimiento de Courant (tamaño de paso temporal igual a 
0,00000612 s y tamaño de malla del elemento finito de 0,00025 m) [29]. Adicionalmente 
se realiza un análisis de  convergencia para ajustar el tamaño de la malla y se selecciona 
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el tipo de elemento apropiado, el cual corresponde a un elemento finito tipo axisimétrico 
el cual en el programa ANSYS corresponde al Plane 182 Axisimétrico.  La simulación se 
hace mediante el método de integración implícita de Newmark con parámetros de 
interpolación (γ = 0,5 y β = 0,25), lo cual resulta condicionalmente estable.  Finalmente, 
no se considera amortiguamiento viscoso de Rayleigh en las simulaciones. 
4.1.2 Descripción de la Simulación 
Se realizan las simulaciones de cargas de impacto de baja velocidad, considerando 
placas de acero de diferentes tipos, mencionados anteriormente.  Para cada material se 
ejecuta la simulación de los materiales funcionalmente gradados y del material sólido (sin 
gradación de orificios).  Con el objetivo de determinar la cantidad de energía que 
atraviesa las placas gradadas se utiliza como punto de comparación la placa sólida. 
Algunos pasos de importancia en la simulación consisten en definir la geometría de la 
placa y su gradación, especificar el régimen a estudiar (análisis transitorio), definir las 
propiedades del material (módulo de Young, módulo de Poisson y densidad), asignar el 
elemento finito adecuado (PLANE182), definir las condiciones de contorno, aplicar cargas 
y genera el mallado de la geometría. 
El elemento finito utilizado en las simulaciones es el PLANE182 que se utiliza para 
modelado 2D de estructuras sólidas. El elemento puede ser utilizado ya sea como un 
elemento plano (plane stress, plane strain or generalized plane strain) o un elemento de 
simetría axial.  Se define por cuatro nodos que tienen dos grados de libertad en cada 
nodo: traslación en las direcciones X y Y, ver Figura 4-3. 
Figura 4-3: Geometría del elemento PLANE182. Adaptado de [70]. 
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El tamaño del elemento finito calculado y ajustado es de 0,00025 m y la malla generada 
contiene 24148 elementos en la placa sólida. 
La carga de impulso está definida mediante pasos de carga.  La Figura 4-4 muestra los 
pasos de carga y pasos de tiempo.  El término P es la carga aplicada (presión), dt es el 
paso temporal (0,00000612 s) y tf es el tiempo final de la simulación (0.006 segundos), 
específicamente en el segundo paso de carga se aplica la carga de valor 1000 N 
aplicada en una área de 28.2 mm2, y representa físicamente un impacto de una bala 
calibre 22, de masa 1.3 gramos, velocidad de 128 m/s, a una distancia de 
aproximadamente 25 m. 
Figura 4-4: Paso de carga aplicada en las simulaciones. 
 
Mediante las simulaciones se obtiene los valores de esfuerzo en la cara opuesta de 
donde se aplica la carga. Como ejemplo, la Figura 4-5 muestra los valores de esfuerzo 
en determinados puntos de la cara opuesta de donde se aplicó la carga de impacto 
considerando la placa con gradación Orificios 1, las gráficas 1 al 5 muestran el valor del 
esfuerzo equivalente de von Mises vs el tiempo de la simulación.  En la Figura 4-5 se 
establece que en el tiempo de simulación de 0.006 segundos la energía del impacto se 
ha venido atenuando como es de esperarse en la dinámica transitoria; sin embargo, no 
se ha atenuado por completo lo que indica que no ha alcanzado el estado estacionario; 
con todo, se observa una clara reducción monotonica (reducción de 95%) de los valores 
de esfuerzo, lo que permite predecir que no se generan picos de esfuerzos mayores a los 
mostrados hasta 0.006 segundos.  Por esta razón, para efecto de este estudio y con el 
ánimo de reducir el tiempo de análisis (que para este tipo de problemas es costoso desde 
el punto vista computacional), se considera que los resultados son apropiados y no se 
requiere llevar la simulación a valores mayores de tiempo.  
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Figura 4-5: Esfuerzo de Von Mises en determinados puntos de la placa Orificios 1. 
 
De la Figura 4-5 se observa que los valores de esfuerzo son mayores en el punto 1, y a 
medida que el punto es más lejano al centro de la placa, el máximo esfuerzo durante la 
simulación es menor.  Adicionalmente en las gráficas de la Figura 4-5 se observa que los 
valores de esfuerzo aumentan rápidamente en los primeros instantes de tiempo y luego 
comienzan a descender hasta atenuarse la carga, como es de esperar en problemas 
dinámicos. 
 La Figura 4-6 muestra cómo se propaga la onda provocada por el impacto, en los 
diferentes instantes de tiempo, desde la aplicación de la carga hasta el final de la 
simulación, para la configuración de gradación Orificios 5, el comportamiento es similar 
tanto para el disco sólido como para los discos gradados.  Se puede observar que, como 
era esperado, la onda de impacto se propaga, en forma concéntrica, desde el punto de 
aplicación de la carga hasta los extremos, atravesando todo el disco y, hasta el tiempo 
igual a 0,006 segundos el cual corresponde al final de la simulación. 
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Figura 4-6: Propagación de la onda de impacto a través del tiempo.  
 
Para conocer la energía de la onda de impacto que atraviesa el disco, se obtienen los 
esfuerzos de von Mises en diferentes puntos a lo largo de toda la cara opuesta de donde 
se aplica la carga, línea A-A, (ver Figura 4-7), desde el instante de aplicación hasta que 
estas se atenúan.  En cada punto a lo largo de la línea A-A se suman los valores de 
esfuerzo equivalentes de von Mises obtenidos en cada instante de tiempo de la 
simulación; en ese sentido, los valores obtenidos se grafican como la sumatoria de 
esfuerzos en cada punto contra el tiempo de la simulación (ver Figura 4-8).  El área bajo 
la curva de la Figura 4-7 representa la energía de la onda de impacto que atraviesa el 
disco por unidad de volumen.1 
Figura 4-7: Esfuerzos de von Mises a lo largo de la cara opuesta de donde se aplica la 
carga. (a) En el instante de aplicación de la carga, (b) Al final de la simulación. 
 
                                               
 
1El área bajo la curva indica estrictamente la potencia por unidad de volumen, la cual está 
directamente relacionada con la energía elástica de deformación por unidad de volumen. 
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La Figura 4-7(a) muestra los esfuerzos de von Mises en el instante de aplicación de la 
carga, tiempo 0,612e-5 s y la Figura 4-7 (b) muestra los esfuerzos de von Mises al final 
de la simulación, cuando la carga ya se ha atenuado, tiempo 0,006 segundos, para el 
disco gradado con distribución Orificios 5.  
4.1.3 Resultados de la simulación 
En la Figura 4-8 se muestra la sumatoria de los esfuerzos de von Mises a lo largo de la 
cara opuesta de donde se aplica la carga de impacto de baja velocidad para cada paso 
temporal de la simulación contra el tiempo de la simulación, en el Anexo A se encuentra 
el código mediante el cual se generan las simulaciones.  La Figura 4-8 (a)  presenta la 
sumatoria de esfuerzos contra el tiempo de simulación para las placas de acero 
AISI 1020 sólidas y sus cinco configuraciones de gradación estudiadas en este artículo, 
de igual manera en la Figura 4-8 (b) en acero AISI 4140, la Figura 4-8 (c) en acero AISI 
S2 y la Figura 4-8 (d) en acero blindado llamado comercialmente Mars 300. 
Figura 4-8: Sumatoria de esfuerzos de von Mises contra el tiempo de simulación para 
diferentes materiales (a) AISI 1020, (b) AISI 4140, (c) AISI S2 y (d) Mars 300  
 
(a) 
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(b) 
 
 
(c) 
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(d) 
En todas las simulaciones, se observa tendencia decreciente oscilatoria, con una 
tendencia exponencial, lo cual se debe a no considerar amortiguamiento en el análisis y 
donde es claro que el efecto de la configuración de orificios tiene impacto en la cantidad 
de energía que atraviesa la placa.  A continuación se presentan los resultados de la 
simulación comparando cada una de las gradaciones con la placa sólida para cada uno 
de los materiales utilizados, visualizando de mejor manera el efecto de la gradación en la 
cantidad de energía que atraviesa la placa. 
La Figura 4-9 presenta la comparación de la cantidad de energía que atraviesa el disco 
sólido contra cada uno de los discos gradados en acero AISI 1020.  El área bajo la curva 
representa la energía por unidad de volumen debida al impacto. Como se puede 
observar para el material acero AISI 1020, las diferentes configuraciones de orificios 
tienen un buen comportamiento en cuanto a la cantidad de energía que atraviesa el disco 
comparados con la placa sólida, La gradación de Orificios 5 presenta los mejores 
resultados  incluso, en los primeros instantes (hasta 1.5 segundos) se comporta mejor 
que la placa sólida. 
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Figura 4-9: Energía placa sólido vs gradación para el acero AISI 1020. 
 
La Figura 4-10 presenta la comparación de la energía que atraviesa el disco solido contra 
cada uno de los discos gradados en acero AISI 4140.   Los mejores resultados se 
visualizan con la gradación Orificios 1, sin embargo los demás gradaciones presentan 
buenos resultados. 
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Figura 4-10: Energía placa sólido vs gradación para el acero AISI 4140. 
 
La Figura 4-11 presenta la comparación de la energía que atraviesa el disco solido contra 
cada uno de los discos gradados en acero AISI S2, las gradaciones Orificios 1 y 
Orificios 5, presentan buenos resultados, no obstante, al final de la simulación, los 
últimos dos segundos,  es mayor la cantidad de energía que atraviesa la placa sólida que 
las placas con gradaciones. 
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Figura 4-11: Energía placa sólido vs gradación para el acero AISI S2. 
 
La Figura 4-12 presenta la comparación de la energía que atraviesa el disco solido contra 
cada uno de los discos gradados en acero Mars 300, el área bajo la curva representa la 
energía debida al impacto.  Las cinco configuraciones de orificios presentan buenos 
resultados, aunque en la configuración orificios 1 se observan mejores resultados durante 
todo el tiempo de la simulación. 
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Figura 4-12: Energía placa sólido vs gradación para el acero Mars 300. 
 
Las Figura 4-9 a Figura 4-12 muestran de cierta forma la energía que atraviesa la placa 
sólida y cada una de las diferentes gradaciones, para los cuatro tipos de acero utilizados 
en este trabajo.  La energía que atraviesa la placa (sólida o gradada) se mide calculando 
el área bajo la curva.  Para comparar la incidencia de la gradación en la energía que 
atraviesa la placa, se calcula la energía que atraviesa la placa sólida y se calcula la 
energía que atraviesa la placa gradada y se coloca en porcentaje teniendo como 
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referencia la placa sólida.  La Tabla 4-2 muestra, para los cuatro tipos de acero, la 
comparación de la energía que atraviesa el disco sólido contra cada uno de los discos 
gradados, además del porcentaje de peso que reduce, en relación a la placa sólida, al 
realizar la gradación del disco. 
Tabla 4-2: Resultados de la energía que atraviesa el disco solido contra cada uno de los 
discos gradados para los cuatro materiales estudiados. 
Gradación/Material 
Reducción 
en peso 
Aumento en Energía 
AISI 1020 AISI 4140 AISI S2 Mars 300 
Sólido / Orificios 1 14 % 38.84% 31.27% 30.93% 29.24% 
Sólido / Orificios 2 18,8 % 52.78% 45.23% 53.57% 44.89% 
Sólido / Orificios 3 17 % 40.21% 37.00% 43.28% 31.52% 
Sólido / Orificios 4 17 % 44.17% 36.06% 43.48% 34.67% 
Sólido / Orificios 5 14 % 33.19% 34.75% 33.55% 34.03% 
4.1.4 Discusión  
La Tabla 4-2 presenta el porcentaje de peso que se redujo de las placas gradadas frente 
a la placa sólida (sin gradar); también el porcentaje de energía que atraviesa la placa y la 
cual, en todos los casos, aumento al recibir el impacto la placa gradada frente a la placa 
sólida.  Como es esperado se observa que a medida que el material es más resistente a 
los impacto, la cantidad de energía que atraviesa la placa es menor, los mejores 
resultados se obtuvieron para el material Mars 300 para la mayoría de las funciones de 
gradación propuestas. 
Específicamente, el mejor resultado fue para el material Mars 300 con función de 
gradación Orificios 1, con lo cual se obtiene una reducción de peso, debido a los orificios, 
de 14 %, respecto al disco solido; con un aumento en la cantidad de energía, por unidad 
de volumen, que atraviesa el disco de 29.24%.  Por otro lado, los peores resultados son 
para la gradación Orificios 2, que posee la mayor reducción en el peso del disco 
comparada con el disco sólido de 18,85% y se presenta un aumento en la cantidad de 
energía que atraviesa el disco de 53.57% y 52.78% para material AISI S2 y AISI 1020 
respectivamente.  En consecuencia, los resultados muestran que la gradación de los 
discos de los cuatro tipos acero analizados  no  reduce la cantidad de energía que 
atraviesa el disco; sin embargo, ese aumento, dependiendo de la aplicación, puede ser 
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relativamente menos crítico respecto a las ventajas que trae la reducción de peso.  Ahora 
bien las funciones de gradación fueron obtenidas de manera predeterminada por lo cual 
es importante buscar cual puede ser la función de gradación óptima para que las placas 
dejen pasar la menor cantidad de energía al ser sometidas a cargas de impacto de baja 
velocidad y por lo tanto se recurre al siguiente abordaje. 
4.2 Abordaje optimizado 
4.2.1 Parámetros de la optimización 
La optimización se realiza utilizando el programa ANSYS 12.1, que en el módulo 
estructural permite realizar la optimización topológica de diferentes geometrías; 
materiales, cargas y restricciones.  Para el proceso de optimización topológica es 
necesario: 
a- Definir el problema estructural.  Se define el tipo de análisis y las propiedades del 
material tales como módulo de elasticidad, coeficiente de Poisson, densidad, 
coeficiente de fricción, entre otras propiedades según lo requiera el análisis.  
b- Seleccionar el tipo de elemento finito y especificar las regiones activas y pasivas.  
Para análisis del método de optimización topológica en planos 2D, como lo es 
este caso, el tipo de elemento finito recomendado es el plane 82, la región activa 
corresponde al dominio que será optimizado bajo una función objetivo y la región 
pasiva es aquella región en la cual no se llevará a cabo un proceso de 
optimización. 
c- Definir las cargas.  De igual manera que para un análisis de elementos finito 
convencional se definen las cargas y las restricciones, debido a que se realiza un 
análisis dinámico, se utilizan las cargas estáticas equivalente para facilitar el 
proceso de optimización, al igual que en el proceso de simulación, en la 
optimización se aplican las restricciones debidas al tratamiento axisimétrico de la 
pieza a optimizar. 
d- Definir el proceso de optimización.  Se define en principio el caso de carga, se 
define la función objetivo, la función de restricción y se corre el programa. 
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4.2.2 Descripción de la Optimización 
A partir de los resultados alcanzados en la simulación se selecciona el mejor y el peor 
caso.  En la Tabla 4-2 se observa que el mejor resultado se logra con el material Mars 
300 y la gradación Orificios 1, por otro lado, uno de los peores resultados se obtiene con 
el material AISI 1020 y gradación Orificios 2.  Utilizando el programa ANSYS 12.1, en el 
módulo estructural se realiza la Optimización Topológica para estos dos casos.   
Figura 4-13: Región activa y pasiva  
 
El problema estructural para la Optimización considera un solo modelo de material, 
estructural, lineal, elástico e isotrópico, las propiedades de los materiales utilizados se 
consideran en la Tabla 4-1.  En las dos regiones, activa y pasiva, mostradas en la Figura 
4-13, se utiliza el elemento finito plane 82 para enmallar.  Como se mencionó 
anteriormente, la región pasiva no tendrá cambios en el proceso de optimización y la 
región activa será optimizada, maximizando la rigidez de la placa sometida a cargas de 
impacto. 
Luego de tener especificadas las regiones activa y pasiva, se definen las cargas y 
restricciones.  La Figura 4-14 muestra las restricciones debidas a la sujeción de la placa, 
la restricción en el eje de simetría, originada de la forma de la placa que es axialmente 
simetría respecto a un eje y a que la carga (impacto) es axisimetrica respecta a este 
mismo eje.  En esta figura también se presentan las cargas estáticas equivalentes  a la 
carga de impacto (carga dinámica).  Como se definió en el numeral 3.6 una carga 
estática equivalente se define como una carga estática que produce el mismo campo de 
desplazamiento como el que haría una carga dinámica en un momento arbitrario de 
análisis dinámico, en este estudio, las cargas estáticas equivalentes se definen buscando 
los máximos valores de desplazamiento obtenidos en la simulación, para cada uno de los 
instantes de tiempo analizados, desde el instante de aplicación de la carga hasta que 
esta se atenúa.  Lo ideal sería tener estos valores en cada uno de los nodos; sin 
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embargo, para simplificar el proceso de optimización se estudian dos casos; Caso I: 
máximos desplazamiento en la cara opuesta donde aplicada la carga  y Caso II: máximos 
desplazamientos en cuatro lugares diferentes. 
Figura 4-14 Cargas y restricciones en el proceso de optimización. 
 
Caso I       Caso II 
La Figura 4-15 muestra la evolución de la optimización con material AISI 1020 y 
gradación Orificios 2.  La optimización comienza por la Figura 4-15 (a) donde se ve en 
color azul la zona sin material y en color rojo la zona con material, que en este caso 
coinciden con la región activa y la región pasiva, respectivamente.  El proceso de 
optimización continua de la Figura 4-15 (b) a la Figura 4-15 (f) donde el algoritmo de 
optimización alcanza la restricción de volumen y finaliza.  El código que genera la 
optimización desde el programa ANSYS se puede observar en el Anexo B. 
Figura 4-15: Diferentes instantes en el proceso de optimización topológica. 
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4.2.3 Resultados de la Optimización 
 Resultados 1: A partir de la simulación con el peor resultado de energía que 
atraviesa las placas, acero 1020 con función de gradación Orificios 2, se realiza el 
proceso de optimización topológica. 
a- Caso I, máximos desplazamiento en la cara opuesta donde se aplica la carga 
(ver Figura 4-14 (a)). 
La Figura 4-16 muestra el resultado de la optimización topológica, la función de 
gradación y la placa. 
Figura 4-16 Resultado de optimización topológica caso I. 
 
La Figura 4-17 presenta la energía que atraviesa el disco sólido,  el disco con Orificios 2 
y el disco optimizado a partir de los máximos desplazamientos de la simulación del disco 
con gradación Orificios 2 (Caso I.  El área bajo la curva representa la energía debida al 
impacto.  Se puede observar claramente que con la optimización de la placa gradada 
Orificios 2, los resultados mejoran frente a la gradación Orificios 2 no optimizada, sin 
embargo, no lo son frente a la placa sólida. 
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Figura 4-17 Redistribución de esfuerzos, placa optimizada caso I. 
 
b- Caso II, máximos desplazamientos en cuatro lugares diferentes (Figura 4-14(b)). 
La Figura 4-18 muestra el resultado de la optimización topológica, para este caso, en 
conjunto con la función de gradación y la placa. 
Figura 4-18 Resultado de optimización topológica caso II. 
 
 
Por otro lado, la Figura 4-19 presenta la energía que atraviesa el disco sólido,  el disco 
con Orificios 2 y el disco optimizado a partir de los máximos desplazamientos de la 
simulación del disco con gradación Orificios 2 (Caso II), el área bajo la curva representa 
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la energía debida al impacto.  Para este caso tanto la gradación Orificios 2 optimizada y 
no optimizada no presenta mejoras en la cantidad de energía que las atraviesa frente a la 
placa sólida y presentan un comportamiento muy similar. 
Figura 4-19 Redistribución de esfuerzos, placa optimizada caso II. 
 
Finalmente, la Tabla 4-3 compara los resultados de la energía que atraviesa la placa 
sólida con la gradación Orificios 2, Orificios 2 optimizada caso I y  Orificios 2 optimizada 
caso II del material AISI 1020. 
Tabla 4-3 Redistribución de esfuerzos optimización topológica del acero 1020 con 
función de gradación Orificios 2. 
Gradación/Material Reducción en peso 
Aumento en 
Energía 
AISI 1020 
Sólido / Orificios 2 18,8% 52.78% 
Sólido / Orificios 2 optimizado Caso I 18,8%   22.00% 
Sólido / Orificios 2 optimizado caso II 18,8% 52.76% 
Orificios 2 / Orificios 2 optimizado Caso I 0 %   -20.15% 
Orificios 2 / Orificios 2 optimizado Caso II 0 %   -0.013% 
 Resultados 2: A partir de la simulación con el mejor resultado de energía que 
atraviesa las placas, acero Mars 300 con función de gradación Orificios 1, se 
realiza el proceso de optimización topológica. 
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a- Caso I, máximos desplazamiento en la cara opuesta donde aplicada la carga (ver 
Figura 4-14 (a)). 
La Figura 4-20 muestra el resultado de la optimización topológica, la función de 
gradación y la placa. 
Figura 4-20 Resultado de optimización topológica caso II. 
 
La Figura 4-21 presenta la energía que atraviesa el disco sólido,  el disco con Orificios 1 
y el disco optimizado a partir de los máximos desplazamientos de la simulación del disco 
con gradación Orificios 1 (Caso I), el área bajo la curva representa la energía debida al 
impacto.  La gradación Orificios 1 optimizada, para este caso, es mejora frente a la no 
optimizada, incluso frente al sólido en cantidad de energía que atraviesa las placas. 
Figura 4-21 Redistribución de esfuerzos, placa Optimizada caso I. 
 
Capítulo 4 99
 
b- Caso II, máximos desplazamientos en cuatro lugares diferentes (Figura 4-14(b)). 
La Figura 4-22 muestra el resultado de la optimización topológica, la función de 
gradación y la placa. 
Figura 4-22 Resultado de optimización topológica caso II. 
 
La Figura 4-23 presenta la energía que atraviesa el disco sólido,  el disco con Orificios 1 
y el disco optimizado a partir de los máximos desplazamientos de la simulación del disco 
con gradación Orificios 1 (Caso II), el área bajo la curva representa la energía debida al 
impacto.  La optimización a la placa orificios 1 optimizada, para este caso, mejora en 
cuanto a la cantidad de energía que atraviesa la placa frente a la no optimizada, pero no 
frente a la placa sólida. 
Figura 4-23 Redistribución de esfuerzos, placa optimizada caso II. 
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La Tabla 4-4 compara los resultados de la energía que atraviesa la placa sólida con la 
gradación Orificios 1, Orificios 1 optimizada caso I y  Orificios 1 optimizada caso II del 
material MARS 300. 
Tabla 4-4 Redistribución de esfuerzos optimización topológica del acero Mars 300 con 
función de gradación Orificios 1. 
Gradación/Material Reducción 
en peso 
Aumento en 
Energía 
MARS 300 
Sólido / Orificios 1 14 % 29.24% 
Sólido / Orificios 1 optimizado Caso I 14 % -4.86% 
Sólido / Orificios 1 optimizado Caso II 14 %   25.35% 
Orificios 1/ Orificios 1 optimizado Caso I 0%    -26.38% 
Orificios 1/ Orificios 1 optimizado Caso II 0%    -3.00% 
 
 Resultados 3: Variación en la restricción de volumen  
Para el acero 1020 con función de gradación Orificios 2, se realiza el proceso de 
Optimización Topológica, pero cambiando el valor de la restricción de volumen.  Se 
establecen cuatro valores de volumen 10%, 20%, 35% y 50% se determina la cantidad 
de energía que atraviesa el disco de acero gradado, comparada con el disco de acero 
sólido y se comparan los resultados.  La Figura 4-24 muestra los resultados de la 
Optimización Topológica al variar la restricción de volumen. 
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Figura 4-24 Variación en la restricción de volumen a) 10%, b) 20%, c) 35% y d) 50% 
 
La Figura 4-25 presenta las gráficas de la sumatoria de esfuerzos de von Mises contra el 
tiempo de simulación del impacto al que fue sometida la placa de acero, para cada uno 
de los discos optimizados cambiando la restricción de volumen y la placa de acero sólida.  
Figura 4-25 Redistribución de esfuerzos, Variación en la restricción de volumen. 
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La Tabla 4-5 compara los resultados de la energía que atraviesa el disco sólido con cada 
uno de los discos optimizados cambiando la restricción de volumen de material 
AISI 1020. 
Tabla 4-5 Redistribución de esfuerzos, Optimización topológica variando la restricción de 
volumen 
Gradación/Material Aumento en Energía 
Sólido / Optimización con restricción de volumen 10% 5.91% 
Sólido / Optimización con restricción de volumen 20% 17.58% 
Sólido / Optimización con restricción de volumen 35%   113.49% 
Sólido / Optimización con restricción de volumen 50%    132.58% 
4.2.4 Discusión  
Partiendo de los resultados de la simulación, se aplica optimización topológica a discos 
sometidos a impacto de baja velocidad, con función objetivo el maximizar la rigidez y 
como restricción el volumen.   En la Tabla 4-3  y la Tabla 4-4 se observa los resultados 
de energía que atraviesa los discos optimizados, comparados con los discos gradados, y 
los discos sólidos. 
En todos los casos, la energía que atraviesa los discos gradados frente a los obtenidos 
por la optimización topológica disminuyó, conservando la misma cantidad de volumen.  
Sin embargo, la energía frente a los discos sólidos fue mayor, a excepción de un caso. 
Los resultados de la optimización topológica para el material MARS 300, optimización a 
partir de los máximos desplazamientos de la simulación del disco con gradación 
Orificios 1 (Caso I), fueron aún mejor que la placa sólida, la energía que atravesó el disco 
optimizado fue el 95.14% de la energía que atravesó el disco sólido. 
4.3 Conclusiones  y trabajos futuros 
Con este trabajo exploratorio de los materiales funcionalmente gradados sometidos a 
cargas impactos de baja velocidad, se demuestra que es posible, mediante la 
optimización topológica, obtener materiales gradados con absorción de impacto muy 
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similares o sus iguales en forma sólida, pero con una reducción en su peso; incluso 
absorción de impacto un poco menor. 
Pueden ser infinitas las posibles funciones de gradación para implementar, en este 
trabajo tan solo presenta cinco eventos de gradación, encontrar una que de manera 
aleatoria, que además de  reducir el peso, disminuya la energía que atraviesa el disco 
comparada con un disco sólido es casi imposible.  
El método de optimación topológica, conduce a funciones de gradación (configuración de 
orificios) que permiten la reducción de peso o que menos energía de la onda de impacto 
atraviese el disco, respecto a su equivalente sólido;  inclusive las dos condiciones de 
forma simultánea. 
Ya que este trabajo es exploratorio,  para simular cargas de impacto (dinámicas) fueron 
usadas cargas estática equivalentes y además no realizo un algoritmo de optimización 
topológica sino que se utilizó el módulo de optimización topológica del programa ANSYS, 
también el estudio se realizó con condiciones lineales.  A partir de los resultados 
obtenidos vale la pena extender el estudio y tener en cuenta las limitaciones realizadas, 
desarrollar un estudio más profundo. 
  
 
  
 
 
A. Anexo: Código de simulación 
!******************************************* **************** 
!************ PRE-PROCESAMIENTO ***************** 
!****************************************** ***************** 
!* 
FINISH 
/CLEAR,START 
/COM,  Structural     
/CONFIG,NRES,10000  
/TITLE, SIMULACION 1 
/PREP7 
!* 
!**************************************** ************* 
!************ Parametros de entrada ************** 
!**************************************** ************* 
!!** Material 1 Acero 1020 
!!** Material 2 Acero 4140 
!!** Material 3 Acero S5 
!!** Material 4 Acero Mars 300 
/INPUT,'Material1','txt',,, 0 
!* 
!* 
!************************************* ************** 
!************** Elementos Finitos **************** 
!************************************* ************** 
!* 
ET,1,PLANE182   !*Tipo de elemento finitos  
KEYOPT,1,1,0    !*Parámetros 
KEYOPT,1,3,1 
KEYOPT,1,6,0 
KEYOPT,1,10,0 
!*           
MPTEMP,,,,,,,,   
MPTEMP,1,0   
MPDATA,EX,1,,E   !* Modulo de young 
MPDATA,PRXY,1,,nu  !* Poisson   
MPTEMP,,,,,,,,   
MPTEMP,1,0   
MPDATA,DENS,1,,den  !* Densidad 
!* 
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!*************************************** ************** 
!************ Geometria de la placa **************  
!*************************************** **************  
!*  
e=0.030    !* Espesor de la Placa 30 mm 
diabala=0.003   !* Radio de la Bala  3 mm 
diaplaca=0.050    !* Radio de la Placa  50 mm         
K,1,0,0,,           
K,2,diaplaca,0,,  
K,3,diaplaca,e,,   
K,4,diabala,e,,  
K,5,0,e,,    
!*    !*Unión de puntos           
FLST,2,5,3   
FITEM,2,1    
FITEM,2,2    
FITEM,2,3    
FITEM,2,4    
FITEM,2,5 
!*    
A,1,2,3,4,5 
SAVE 
! 
!************************************** **************   
!*********************** Malla ***********************  
!************************************** **************  
!*         
AESIZE,1,0.00025,   !*  tamano del elemento 
AMESH,1    !*  Area 1 para solido, 3 para FGM 
!*         
!*********** Restricciones de desplazamiento ***** 
!*  Restriccion del eje de simetria 
DL,5, ,UX, 
!*  Restriccion de la placa 
DL,2, ,UY,0   
DL,2, ,UX,0   
LPLOT    
/REPLOT  
FINISH  
!*  
! 
!****************************************** ************** 
!*********** SOLUCION TRANSITORIA ************* 
!******************************************** ************ 
! 
/SOL 
! 
ANTYPE,TRANS 
NLGEOM,1 
AUTOTS,1    
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DELTIM,6.12e-6,6.12e-6,0.01  
OUTRES,ERASE 
OUTRES,BASI,ALL  
TIME,0.01    
!* 
!* 
!********************************************** ************ 
!***************** FUERZA DE ENTRADA ************* 
!********************************************** ************ 
!*         
!!primer paso de carga 
TIME,0.00000612 
F=1000   !*fuerza en N 
A=3.1415926*diabala*diabala 
Pre=F/A 
SFL,4,PRES,Pre 
KBC,1 
LSWRITE,1 
!* 
!* 
!!Segundo paso de carga 
TIME,0.00001224 
SFLDELE,4,PRES 
KBC,1 
LSWRITE,2 
!* 
!* 
!!Tercer paso de carga 
TIME,0.006 
KBC,1 
LSWRITE,3 
!SAVE 
!*  
!/SOL 
LSSOLVE,1,3,1,  
FINISH   
 
  
   
 
 
B. Anexo: Código de Optimización 
Topológica. 
FINISH 
/CLEAR,START  
/TITLE, SIMULACION 1 
/PREP7 
!* define problema estructural 
KEYW,PR_SET,1    
KEYW,PR_STRUC,1 
 
!* Material 
MPTEMP,,,,,,,,   
MPTEMP,1,0   
MPDATA,EX,1,,200e9   
MPDATA,PRXY,1,,0.3 
 
!* Tipos de elementos 
ET,1,PLANE82 
ET,2,PLANE82 
 
!* Dominio  de trabajo    
E=200e9  !* Modulo de young N/m2 
nu=0.3   !* Poisson 
den=7500   !* Densidad  Kg/m3        
!*  
e=0.030  !* Espesor de la Placa 30 mm  
diabala=0.003  !* Diametro de la Bala 3 mm 
diaplaca=0.050  !* Diametro de la Placa 250 mm 
 
K,1,0,0,,           
K,2,diaplaca,0,,  
K,3,diaplaca,e-0.0046,, 
K,4,diaplaca,e,,     
K,5,diabala,e,,   
K,6,0,e,,   
K,7,0,e-0.0046,,  
K,8,diaplaca-0.002,e-0.0046,, 
K,9,diaplaca-0.002,0.002,, 
K,10,0,0.002,, 
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K,11,diaplaca,0.002,, 
 
!*    !*Unión de puntos           
FLST,2,11,3   
FITEM,2,1    
FITEM,2,2    
FITEM,2,3    
FITEM,2,4    
FITEM,2,5   
FITEM,2,6    
FITEM,2,7    
FITEM,2,8    
FITEM,2,9    
FITEM,2,10    
FITEM,2,11    
 
!* 
A,1,2, 11,10 
A,11,3,8,9 
A,3, 4,6,7 
A,7,8,9,10  
SAVE 
!* 
AADD,1,2,3 
!* 
!*    Malla 
!* 
/PNUM,AREA,1   !* Renumera las areas 
/NUMBER,0  
/REPLOT  
APLOT 
NUMCMP,AREA 
AESIZE,1,0.001,  !*  tamano del elemento 
AMESH,1   !*  Area 1 para solido 3 para FGM 
AESIZE,2,0.001,  !*  tamano del elemento 
AMESH,2  
!*  Cargas y restricciones 
!*   
DL,4, ,UX,0   
DL,15, ,UX,0   
DL,11, ,UX,0   
 
DL,2, ,UX,0   
DL,5, ,UX,0   
DL,9, ,UX,0   
DL,2, ,UY,0   
DL,5, ,UY,0   
DL,9, ,UY,0   
 
!*  Cargas – desplazamientos extraídas de las simulaciones. 
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!*   
!*  D,3722, , 0.15709E-23, , , ,UX, , , , , 
D, 3728, , -0.26211E-08, , , ,UX, , , , , 
D, 3730, , -0.50779E-08, , , ,UX, , , , , 
D, 3732, , -0.77001E-08, , , ,UX, , , , , 
D, 3734, , -0.10398E-07, , , ,UX, , , , , 
D, 3736, , 0.95432E-08, , , ,UX, , , , , 
D, 3738, , 0.11232E-07, , , ,UX, , , , , 
D, 3740, , 0.13066E-07, , , ,UX, , , , , 
D, 3742, , 0.14609E-07, , , ,UX, , , , , 
D, 3744, , 0.16286E-07, , , ,UX, , , , , 
D, 3746, , 0.18275E-07, , , ,UX, , , , , 
D, 3748, , 0.20161E-07, , , ,UX, , , , , 
D, 3750, , 0.22083E-07, , , ,UX, , , , , 
D, 3752, , -0.15753E-07, , , ,UX, , , , , 
D, 3754, , -0.17950E-07, , , ,UX, , , , , 
D, 3756, , -0.20240E-07, , , ,UX, , , , , 
D, 3758, , -0.22749E-07, , , ,UX, , , , , 
D, 3760, , -0.25212E-07, , , ,UX, , , , , 
D, 3762, , -0.27286E-07, , , ,UX, , , , , 
D, 3764, , -0.29161E-07, , , ,UX, , , , , 
D, 3766, , -0.31036E-07, , , ,UX, , , , , 
D, 3768, , -0.32346E-07, , , ,UX, , , , , 
D, 3770, , -0.33077E-07, , , ,UX, , , , , 
D, 3772, , -0.33893E-07, , , ,UX, , , , , 
D, 3774, , -0.34420E-07, , , ,UX, , , , , 
D, 3776, , -0.34236E-07, , , ,UX, , , , , 
D, 3778, , -0.34053E-07, , , ,UX, , , , , 
D, 3780, , 0.27580E-07, , , ,UX, , , , , 
D, 3782, , 0.27721E-07, , , ,UX, , , , , 
D, 3784, , 0.27816E-07, , , ,UX, , , , , 
D, 3786, , 0.28013E-07, , , ,UX, , , , , 
D, 3788, , 0.28192E-07, , , ,UX, , , , , 
D, 3790, , 0.28275E-07, , , ,UX, , , , , 
D, 3792, , 0.28405E-07, , , ,UX, , , , , 
D, 3794, , 0.28385E-07, , , ,UX, , , , , 
D, 3796, , 0.28032E-07, , , ,UX, , , , , 
D, 3798, , 0.27647E-07, , , ,UX, , , , , 
D, 3800, , -0.17463E-08, , , ,UX, , , , , 
D, 3802, , -0.28119E-08, , , ,UX, , , , , 
D, 3804, , -0.40108E-08, , , ,UX, , , , , 
D, 3806, , -0.53148E-08, , , ,UX, , , , , 
D, 3808, , -0.63860E-08, , , ,UX, , , , , 
D, 3810, , -0.74086E-08, , , ,UX, , , , , 
D, 3812, , -0.83059E-08, , , ,UX, , , , , 
D, 3814, , -0.83077E-08, , , ,UX, , , , , 
D, 3816, , -0.80427E-08, , , ,UX, , , , , 
D, 3818, , -0.78739E-08, , , ,UX, , , , , 
D, 3820, , -0.67173E-08,, , ,UX, , , , , 
D, 3822, , 0.57777E-08, , , ,UX, , , , , 
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D, 3824, , 0.32775E-08, , , ,UX, , , , , 
!*D, 3726, , 0.89734E-24, , , ,UX, , , , , 
D, 3722, , 0.13063E-06, , , ,UY, , , , , 
D, 3728, ,0.13027E-06, , , ,UY, , , , , 
D, 3730, ,0.12959E-06, , , ,UY, , , , , 
D, 3732, ,0.12861E-06, , , ,UY, , , , , 
D, 3734, ,0.12682E-06, , , ,UY, , , , , 
D, 3736, ,-0.12616E-06, , , ,UY, , , , , 
D, 3738, ,-0.12610E-06, , , ,UY, , , , , 
D, 3740, ,-0.12576E-06, , , ,UY, , , , , 
D, 3742, ,-0.12538E-06, , , ,UY, , , , , 
D, 3744, ,-0.12537E-06, , , ,UY, , , , , 
D, 3746, ,-0.12500E-06, , , ,UY, , , , , 
D, 3748, ,-0.12415E-06, , , ,UY, , , , , 
D, 3750, ,-0.12320E-06, , , ,UY, , , , , 
D, 3752, ,0.12449E-06, , , ,UY, , , , , 
D, 3754, ,0.12430E-06, , , ,UY, , , , , 
D, 3756, ,0.12355E-06, , , ,UY, , , , , 
D, 3758, ,0.12190E-06, , , ,UY, , , , , 
D, 3760, ,0.11907E-06, , , ,UY, , , , , 
D, 3762, ,0.11539E-06, , , ,UY, , , , , 
D, 3764, ,0.11135E-06, , , ,UY, , , , , 
D, 3766, ,0.10657E-06, , , ,UY, , , , , 
D, 3768, ,0.10100E-06, , , ,UY, , , , , 
D, 3770, ,0.95660E-07, , , ,UY, , , , , 
D, 3772, ,0.90396E-07, , , ,UY, , , , , 
D, 3774, , 0.84540E-07, , , ,UY, , , , , 
D, 3776, , 0.78911E-07, , , ,UY, , , , , 
D, 3778, , 0.73883E-07, , , ,UY, , , , , 
D, 3780, , -0.73398E-07, , , ,UY, , , , , 
D, 3782, , -0.70621E-07, , , ,UY, , , , , 
D, 3784, , -0.67977E-07, , , ,UY, , , , , 
D, 3786, , -0.65226E-07, , , ,UY, , , , , 
D, 3788, , -0.62139E-07, , , ,UY, , , , , 
D, 3790, , -0.58837E-07, , , ,UY, , , , , 
D, 3792, , -0.55235E-07, , , ,UY, , , , , 
D, 3794, , -0.51107E-07, , , ,UY, , , , , 
D, 3796, , -0.46850E-07, , , ,UY, , , , , 
D, 3798, , -0.42542E-07, , , ,UY, , , , , 
D, 3800, , 0.48982E-07, , , ,UY, , , , , 
D, 3802, , 0.48881E-07, , , ,UY, , , , , 
D, 3804, , 0.47532E-07, , , ,UY, , , , , 
D, 3806, , 0.44924E-07, , , ,UY, , , , , 
D, 3808, , 0.41228E-07, , , ,UY, , , , , 
D, 3810, , 0.36872E-07, , , ,UY, , , , , 
D, 3812, , 0.31401E-07, , , ,UY, , , , , 
D, 3814, , 0.25529E-07, , , ,UY, , , , , 
D, 3816, , 0.20360E-07, , , ,UY, , , , , 
D, 3818, , 0.14953E-07, , , ,UY, , , , , 
D, 3820, , 0.94585E-08, , , ,UY, , , , , 
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D, 3822, , -0.49658E-08, , , ,UY, , , , , 
D, 3824, , -0.27024E-08, , , ,UY, , , , , 
!*  D, 3726, , -0.14184E-24, , , ,UY, , , , , 
 
!*  Optimización topologica 
TOCOMP,uyuy,SING,1,  
TOVAR,UYUY,OBJ   
TOVAR,VOLUME,CON, ,15,   !*  Restricción de volumen    
TOTYPE,OC    
TODEF,0.0001,    
TOLOOP,100,1 
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